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Vorwort
Die diskrete Geometrie lebt ganz wesentlich von Forschungen zu lokal	endlichen
Objektsystemen in metrischen R

aumen Diese Arbeit behandelt drei Fragen
 die
endliche Zerlegungen bzw

Uberdeckungen von Mengen betreen Im Gegensatz
zum elementargeometrischen Zugang verstehen wir hier unter einer Zerlegung einer
Menge immer eine

Uberdeckung durch mengentheoretisch disjunkte Teilmengen
Im Mittelpunkt des ersten Kapitels steht das Problem der m

oglichst einfachen
Replizierbarkeit von Punktmengen des euklidischen Raumes im Sinne des Para
doxons von S Banach und A Tarski Es ist bekannt
 da man eine Kugel unter
Ausnutzung von f

unf Teilmengen

verdoppeln kann Diese Anzahl ist minimal
 so
da eine in diesem Sinne einfachere Kugelverdoppelung unm

oglich ist Aber schon
f

ur die entsprechende Frage der W

urfelverdoppelung  nat

urlich nicht mit Zirkel
und Lineal  gibt es nur grobe Absch

atzungen der minimalen Teileanzahl Dieses
oene Problem diente als Motivation f

ur unsere Betrachtungen Wir werden eini
ge obere Absch

atzungen f

ur die Optimalzahlen zur paradoxen Vervielfachung von
Punktmengen M   IR

vorstellen Die dabei benutzten Zerlegungen von M werden
stets mit Hilfe von

Uberdeckungen der Menge M durch Bilder m

oglichst weniger
Teilmengen eines geeigneten Typs konstruiert werden
Die im zweiten Kapitel behandelten Fragen stammen zun

achst nicht aus der
Geometrie Vielmehr geht es um zwei Verfahren zur Approximation stetiger reel
ler Funktionen auf kompakten metrischen R

aumen Dazu werden Funktionensyste
me benutzt
 die auf sogenannten kontrollierbaren

Uberdeckungen bzw Zerlegungen
des jeweiligen Raumes

leben Kontrollierbarkeit ist dabei eine Uniformit

atsbe
dingung
 die es uns erm

oglicht
 mit fast ausschlielich geometrischen

Uberlegun
gen zu approximationstheoretischen Ergebnissen zu gelangen Wir werden unsere
Betrachtungen auf den ndimensionalen W

urfel  
n
 d
max
	 beschr

anken Hier
f

uhrt das Konzept der Kontrollierbarkeit zu besonders interessanten geometrischen
Strukturen
 die eng mit Gittern auf dem W

urfel zusammenh

angen Dieser Sachver
halt erlaubt es
 zu weit mehr Resultaten als auf allgemeinen kompakten metrischen
R

aumen X d	 zu gelangen
Das Schlukapitel besch

aftigt sich mit der Frage
 ob eine vorgegebene Menge in
ein gewisse Anzahl von Teilmengen zerlegt werden kann
 die paarweise durch Trans
formationen einer Gruppe aufeinander abbildbar sind Ein Satz von M Edelstein

besagt
 da keine kompakte konvexe Menge eine Zerlegung in zwei Teile besitzt

die durch eine ane Abbildung auseinander hervorgehen Wir werden dazu einen
neuen Beweis pr

asentieren
 der uns eine leichte

Ubertragung des Resultates in die
sph

arische und die hyperbolische Geometrie erm

oglicht Weiterhin werden wir die
Frage beantworten
 f

ur welche Anzahlen m eine Kugel im ndimensionalen eukli
dischen Raum eine Zerlegung in m Teilmengen gestattet
 die verm

oge der Gruppe
der topologischen Abbildungen des Raumes untereinander

aquivalent sind
Nat

urlich erhebt diese Arbeit keinen Anspruch auf Vollst

andigkeit Es liegt in
der Natur mathematischer Forschungen
 da immer wieder Fragen oen bleiben
Auf spezielle ungel

oste Probleme werden wir an geeigneter Stelle hinweisen Auer
dem werden wir die unseren

Uberlegungen zugrunde liegenden Begrisbildungen
bewut nicht zu eng w

ahlen
 um den Blick f

ur verwandte Fragestellungen nicht zu
versperren
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ochte ich f
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
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Dank geb

uhrt Frau Prof Dr Irmtraud Stephani f

ur die Anregung der approxima
tionstheoretischen Fragestellungen des zweiten Kapitels und f

ur wertvolle technische
Hinweise Schlielich sei meinem Vater
 Herrn Rudolf Richter
 f

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Kapitel 
Einfache paradoxe
Replikationen von Mengen
Moderne mathematische Forschungen erlauben es immer wieder
 alte Probleme aus
einem neuen Blickwinkel zu betrachten So konnte M Laczkovich zeigen
 da jeder
Kreis eine endliche disjunkte Zerlegung erlaubt
 so da man durch geeignete Trans
lationen der einzelnen Teile eine Zerlegung eines 

achengleichen Quadrates erh

alt
vgl Lac	 Dieses sensationelle Ergebnis wurde von RL Gardner und S Wagon
in einer Arbeit unter dem provozierenden
 aber zutreenden Titel

At long last
 the
circle has been squared vgl GaWa	 gew

urdigt Tats

achlich gelang M Laczko
vich eine

Quadratur des Kreises
 wenn auch nicht im elementargeometrischen
 so
doch in einem zerlegungstheoretischen Sinn und unter Ausnutzung des Auswahl
axioms
Das Auswahlaxiom ist auch die Basis f

ur die Zerlegungsgleichheit von Mengen
im Sinne des Paradoxons von S Banach A Tarski und F Hausdor Paradoxe Zer
legungen dieser Art erlauben insbesondere einen modernen Zugang zum klassischen
Delischen Problem der Verdoppelung des W

urfels vgl Brei	 In der Tat gibt es
eine endliche disjunkte Zerlegung des W

urfels
 so da man aus den Teilen zwei zum
Ausgangsw

urfel kongruente K

orper zusammensetzen kann Es stellt sich die Frage
nach solchen Zerlegungen m

oglichst einfacher Art im Sinne einer Minimierung der
Anzahl der benutzten Teile Ziel dieses Kapitels ist die Suche nach Absch

atzun
gen der minimalen Teileanzahl bei paradoxen Zerlegungen  insbesondere bei der
Replikation von Mengen
   Der Satz von Banach und Tarski
    Einf

uhrung
Es bezeichne B

die Gruppe der Bewegungen des euklidischen Raumes IR

 Zwei
Mengen AB  
IR
 
werden kongruent genannt A  B	
 wenn sie verm

oge einer

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Transformation aus B

aufeinander abbildbar sind Weiterhin sei
 

IR
 

die von der
Potenzmenge 
IR
 
erzeugte freie abelsche Halbgruppe Die Elemente a 
 

IR
 

sind
also formale endliche Summen a  A
 
A

   A
k
von Teilmengen des Raumes
IR

 Ferner sei IN  f     g die Menge der nat

urlichen Zahlen einschlielich
der Null In Verallgemeinerung der Multikongruenz von Mengen AB  
IR
 
vgl
BaTa
 Ha und Wa
 S f	 denieren wir die disjunkte	 Zerlegungsgleichheit
von Summen a b 
 

IR
 


De
nition    a Es seien a  A
 
A

  A
k
 b  B
 
B

  B
l

 

IR
 

und n  IN  Die Summen a und b heien zerlegungsgleich unter Benutzung von
n Teilen a
n
 b	 falls es Darstellungen n  r
 
 r

     r
k
 r
i
 IN  und
n  s
 
 s

    s
l
 s
j
 IN  disjunkte Zerlegungen
A
i

r

r
i

ur

r
i 
 
M
u
und B
j

s

s
j

vs

s
j 
 
N
v
f

ur i  f      kg und j  f      lg sowie eine Permutation   S
n
gibt so
da
N
v
M
v
f

ur v  f      ng gilt
b Zwei Summen a b 
 

IR
 

heien zerlegungsgleich a
 
 b	 wenn a
n
 b f

ur
eine Zahl n  IN gilt
Anschaulich gesprochen
 bedeutet die Zerlegungsgleichheit a
n
 b lediglich
 da
es einen aus n Mengen bestehenden Baukasten gibt
 so da man unter Benutzung
euklidischer Bewegungen aus den n Teilen einerseits alle Summanden von a und
andererseits auch alle Summanden von b zusammensetzen kann
 wobei in beiden
F

allen  wie bei einem Puzzlespiel  alle Teile aus dem Baukasten Verwendung
nden m

ussen F

ur Mengen AB  
IR
 
sind beispielsweise die Relationen A
 
 A 

AB

 AB 
 aber auch A
n
 A f

ur n   und A
 
 A  erf

ullt Insbesondere
gilt 

 k  f

ur k   Die klassische Multikongruenz Zerlegungsgleichheit	 A
 
 B
von Mengen AB  
IR
 
und insbesondere die Kongruenz A
 
 B sind oensichtlich
als Spezialf

alle in der obigen Begrisbildung mit erfat
Man k

onnte die Denition verallgemeinern
 indem man den Raum IR

und die
Gruppe B

durch eine beliebige Menge und eine Transformationsgruppe dieser Men
ge ersetzt Weitreichende derartige

Uberlegungen ndet man in Wa Unser Au
genmerk richtet sich jedoch auf die Zerlegungsgleichheit im Raum IR

 Wir wollen
hier nur anmerken
 da sich auch die folgenden Denitionen dieses Absatzes sowie
die S

atze  und  direkt in die angedeutete allgemeinere Notation

ubertragen
lassen Wir erhalten unmittelbar die folgende Aussage
Satz   Die Relation
 
 ist eine

Aquivalenzrelation in
 

IR
 

 Genauer gilt

a F

ur jedes a  A
 
A

   A
k

 

IR
 

und jedes n   gilt a
kn
 a 
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b F

ur alle a b 
 

IR
 

mit a
n
 b folgt b
n
 a 
c F

ur alle a b c 
 

IR
 

mit a
n
 b und b
m
 c folgt a
nm
 c   
Der klassische Multikongruenzsatz von S Banach und A Tarski lautet folgen
dermaen vgl BaTa
 Ha und Wa
 S 	
Satz   Banach Tarski Sind AB   IR

zwei beschr

ankte Mengen mit nicht
leerem Inneren dann gilt A
 
 B   
Hier gibt es zun

achst keine Aussage

uber die Anzahlen n
 mit denen die Zerlegungs
gleichheit A
n
 B realisierbar ist Beweistechniken dieses Satzes liefern nur grobe
Absch

atzungen So wird in Ha die obere Schranke n 

  

R
r

	


angege
ben
 wobei r der Inkugelradius des Durchschnittes und R der Umkugelradius der
Vereinigung von A und B sind Man kann oBdA von einer gegenseitigen Lage der
Mengen A und B ausgehen
 bei der der Quotient
R
r
m

oglichst klein ist	 Wir wollen
eine naheliegende Verallgemeinerung dieses Satzes herleiten und dabei eine obere
Absch

atzung f

ur die minimal verwendbare Teileanzahl beweisen vgl Satz 	
Dazu wird das folgende technische Konzept Verwendung nden
De
nition   a Zwei Summen a  A
 
A

   A
k
und b aus
 

IR
 

stehen
in der Relation a
n
 b  n  IN  wenn es Teilmengen A

i
  A
i
   i  k gibt so
da f

ur a

 A

 
A


   A

k
die Relation a

n
 b gilt
b F

ur a b 
 

IR
 

gelte die Relation a
 
 b a ist zerlegungstheoretisch gr

oer
als b	 wenn die Relation a
n
 b f

ur eine nat

urliche Zahl n erf

ullt ist
Wir sehen wiederum leicht
 da
 
 eine reexive und transitive Relation auf
 

IR
 

ist In der Tat gilt a
k
 a f

ur jedes a  A
 
 A

     A
k

 

IR
 


 und f

ur
a b c 
 

IR
 

mit a
n
 b und b
m
 c folgt a
nm
 c  Auerdem ist
 
 mit der
Zerlegungsgleichheit
 
 vertr

aglich
 denn f

ur a b  a
 
b 
 

IR
 

mit a
n
 b und  a

n

 
b
folgt aus a
m
  a stets b
nm
n

 
b  Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus b
n
 a 

a
m
  a 
  a

n

 
b und der Tansitivit

atseigenschaft	 Als eine direkte Verallgemeinerung
des BanachSchr

oderBernsteinTheorems vgl Wa
 S 	 erhalten wir folgenden
Satz Beim Beweis folgen wir im wesentlichen den

Uberlegungen aus Wa
Satz   Es seien a b 
 

IR
 

 so da die Relationen a
n
 b und b
m
 a erf

ullt sind
Dann folgt a
nm
 b  Somit induziert
 
 in kanonischer Weise eine Halbordnung
auf der Klasseneinteilung
 

IR
 




Beweis Wir gehen von den Darstellungen a  A
 
 A

     A
k
und b 
B
 
B

   B
l
aus Die Summen a und b werden durch die formalen disjunkten
Vereinigungen
!a  fx i	 "   i  k x  A
i
g
und
!
b  fx j	 "   j  l x  B
j
g
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der Mengen A
i
bzw B
j
repr

asentiert Wegen der G

ultigkeit von a
n
 b gibt es eine
Summe a

 A

 
A


   A

k

 A

i
  A
i
f

ur   i  k
 so da a

n
 b gilt Danach
existieren disjunkte Zerlegungen
A

i

r

r
i

ur

r
i 
 
M
u
und B
j

s

s
j

vs

s
j 
 

v

M
v

mit r
 
 r

    r
k
 s
 
 s

    s
l
 n
   S
n
und 
u
 B

f

ur   u  n
Schreibt man auch a

als disjunkte Vereinigung
!a

 fx i	 "   i  k x  A

i
g   !a 
so wird die Zerlegungsgleichheit a

n
 b durch die Bijektion
 " !a

	
!
b mit x i	 


v
x	 j

f

ur
r
 
    r
i 
   v	  r
 
    r
i
 x M
v
und
s
 
    s
j 
   v  s
 
    s
j

die sich st

uckweise aus den Bewegungen 
u

zusammensetzt
 beschrieben
Umgekehrt existiert aufgrund von b
m
 a eine Summe b

 B

 
 B


    B

l


B

j
  B
j
f

ur   j  l
 so da a
m
 b

gilt Also gibt es wiederum Zerlegungen
A
i

p

p
i

fp

p
i 
 
N
f
und B

j

q

q
j

gq

q
j 
 

g

N
g

mit p
 
 p

    p
k
 q
 
 q

    q
l
 m
   S
n
und 
f
 B

f

ur   f  m
Wir schreiben auch b

als disjunkte Vereinigung
!
b


	
x j	 "   j  l x  B

j


 
!
b
und repr

asentieren die Zerlegungsgleichheit a
m
 b

durch die Bijektion
 " !a	
!
b

mit x i	 


g
x	 j

f

ur
p
 
    p
i 
   g	  p
 
    p
i
 x  N
g
und
q
 
    q
j 
   g  q
 
    q
j

Nun denieren wir induktiv !c

 !a n !a

und !c
t 
 
 
!c
t
	 Ferner setzen
wir !c 

S
t
!c
t
 Wir beobachten
 da die Inklusion !c
t
  !a

f

ur t   gilt Deshalb
erhalten wir
!a n !c	  

!a n !c

	 


!a n

S
t 
!c
t

 

!a




!a n

S
t 
!c
t

 

!a




!a

n

S
t 
!c
t

 

!a

n

S
t 
!c
t


!
b n

S
t 
!c
t 
	 
also
!a n !c	 
!
b n !c	 
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Die Bijektion j

d
von
!
d  !an !c auf !e 
!
bn!c	 beschreibt die Zerlegungsgleichheit
d
n
 e der Summen
d  D
 
D

   D
k
und e  E
 
 E

   E
l
mit
D
i
 fx " x i	  !a n !c g   A
i
   i  k 
bzw
E
j

n
x " x j	 
!
b n !c	
o
  B
j
   j  l 
verm

oge der Zerlegungen
D
i
 A

i

D
i

r

r
i

ur

r
i 
 
M
u

D
i
	
und
E
j

s

s
j

vs

s
j 
 


v

M
v


 E
j


s

s
j

vs

s
j 
 

v

M
v

D
iv


wobei iv	 so gew

ahlt ist
 da r
 
    r
iv 
   v	  r
 
    r
iv
gilt
Analog erhalten wir mit Hilfe der Bijektion j
c
von !c auf !c	 die Zerlegungs
gleichheit d

m
 e

der Summen
d

 D

 
D


   D

k
und e

 E

 
 E


   E

l
mit
D

i
 fx " x i	  !c g  A
i
nD
i
   i  k 
und
E

j
 fx " x j	  !c	 g  B
j
nE
j
   j  l 
Aus den Relationen d
n
 e und d

m
 e

folgt wegen der Gestalten der Summen
d d

 e e

nun leicht a
nm
 b   
Wir beschlieen diesen Abschnitt mit der Einf

uhrung eines letzten Begries
De
nition   Es seien a b 
 

IR
 

zwei zerlegungsgleiche Summen Unter dem
Grad der Zerlegungsgleichheit von a und b verstehen wir die Zahl
deg a b	  min
n
n " a
n
 b
o

Unsere Frage nach der Minimalzahl der Teile
 die zur kfachen Replikation einer
Menge M   IR

ben

otigt werden
 entspricht in der obigen Notation also der Frage
nach der Zahl deg Mk M	 Im folgenden wollen wir nach Absch

atzungen solcher
Optimalzahlen suchen
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   Replikation von Kugeln
Der Multikongruenzsatz von S Banach und A Tarski beruht ganz entscheidend
auf der Verdoppelbarkeit von Kugeln K   IR


 also auf der Relation K
 
 K K 
Zun

achst entdeckte F Hausdor
 da der Lebesguesche Inhaltsbegri nicht auf die
Gesamtheit aller beschr

ankten	 Teilmengen des Raumes IR

ausdehnbar ist vgl
Hau	 Er konnte zeigen


da eine Kugelh

alfte mit einem Kugeldrittel kongruent
sein kann oder genauer da von einer abz

ahlbaren Menge abgesehen	 die Kugel
K in drei Mengen ABC gespalten werden kann derart da ABC und B  C
paarweise kongruent sind
 wobei F Hausdor mit

BC die mengentheoretische
Vereinigung B  C bezeichnete Der Beweis dieser Aussage beruht ganz wesentlich
auf der Eigenschaft der Decktransformationsgruppe euklidischer Kugeln
 freie nicht
abelsche Untergruppen vom Rang  zu besitzen Die Mengen ABC werden durch
Betrachtungen der Orbits von Punkten bez

uglich solcher Untergruppen konstruiert
S Banach und A Tarski leiteten ihren auch als BanachTarskiParadoxon bekann
ten Multikongruenzsatz aus F Hausdors Resultat ab vgl BaTa	
 so da man
genauer vom BanachTarskiHausdorParadoxon sprechen sollte
Wir bezeichnen mit Bx r	 die abgeschlossene euklidische Kugel mit Mittel
punkt x  IR

und Radius r   F

ur die zweidimensionale Sph

are den Rand
bd B 		 von B 	 	 schreiben wir S

 Die Gruppe der eigentlichen Deckbe
wegungen von B 	 bzw S

wird wie

ublich mit SO

bezeichnet Bei unseren
Betrachtungen wollen wir auf den folgenden Satz zur

uckgreifen Die Teile a	 und
b	 folgen unmittelbar aus den Beweisen der Theoreme  bzw  aus Wa
Satz   Es seien 	 
  SO

Generatoren einer freien nichtabelschen Untergruppe
vom Rang  Dann gilt

a Es gibt Mengen ABCD so da die Sph

are S

disjunkte Zerlegungen
S

 A  B  C D  A  	B	  C  
D	
besitzt
b Es gibt Mengen A

 B

 C

 D

 E

und eine Translation   so da B 	 die
disjunkten Zerlegungen
B 	  A

 B

 C

D

 E

 A

 	B

	  C

 
D

	  E

	
erlaubt  
Auerdem ben

otigen wir folgendes Lemma vgl deG	
Lemma   deG Sind 	 
  SO

Drehungen mit gleichem Drehwinkel  an
zueinander orthogonalen Achsen wobei tan




eine transzendente Zahl ist dann
erzeugen 	 und 
 eine freie nichtabelsche Gruppe vom Rang   
Wir k

onnen daraus einen Satz

uber kfache Replikationen von Sph

aren
 Kugeln
und punktierten Kugeln mit minimaler Teileanzahl ableiten Dabei verstehen wir
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unter einer punktierten Kugelmit Mittelpunkt x und Radius r die Menge B
p
x r	 
Bx r	 n fxg
Satz   Es seien x  IR

 r   und k  f     g Dann sind die Sph

are
S  bd Bx r		 und die Kugeln B
p
x r	 und Bx r	 jeweils kfach replizierbar
mit
deg S k  S	  deg B
p
x r	 k B
p
x r		  k
bzw
deg Bx r	 k  Bx r		  k   
Beweis Wir k

onnen oBdA x   und r   annehmen
 also S  S

bzw
Bx r	  B 	 Nach Lemma  gibt es Drehungen 	 
  SO


 die eine freie
nichtabelsche Untergruppe erzeugen Auf diese Bewegungen wenden wir Satz 
an
Zun

achst nutzen wir die Notationen aus Teil a	 von Satz  zur Unter
suchung der Sph

are Wir denieren B
i 
 	
i 
B	
 C
i
 	
i 
C	 und
D
i
 	
i 
D	 f

ur i        Durch Induktion nach k erhalten wir disjunkte
Zerlegungen
S  A B
k
 C
 
 C

     C
k 
D
 
D

    D
k 
	
sowie
S  A  	
k 
B
k
	 und
S  	
i 
C
i
	  
	
i 
D
i
	 f

ur   i  k   
	
Als Induktionsbeginn f

ur k   dient die Aussage von Satz  a	 Zum Schlu von
k auf k   beobachten wir zun

achst
 da die erste Formel von 	 die Zerlegung
	
k 
B
k
	  B  C D und somit auch B
k
 B
k 
 C
k
D
k
impliziert Aus 	
folgt damit unmittelbar
S  A  B
k 
 C
 
 C

     C
k
D
 
D

    D
k

Die Aussagen 	 sind f

ur jedes k direkte Folgerungen aus Satz  a	 Damit sind
	 und 	 bewiesen Diese Zerlegungen von S zeigen aber die Zerlegungsgleich
heit von S und kS unter Benutzung von k Teilen
 insbesondere deg S k  S	  k
Andererseits ist eine Zerlegungsgleichheit von S und k S mit n  k Teilen nicht
m

oglich
 denn dann g

abe es eine Zerlegung S  M
 
M

    M
n

 so da sich
die k Summanden von k  S aus Bildern 
u
M
u
	 zusammensetzen w

urden Wegen
n  k bliebe f

ur mindestens einen Summanden S nur eine Menge 
u

M
u

	
 also
w

are M
u

 S und damit M
u
  f

ur u  u

 Die Bilder 
u
M
u
	 dieser Mengen
k

onnen aber oenbar keine Zerlegungen der anderen Summanden von k  S bilden
Damit haben wir gezeigt
 da deg S k  S	  k ist
Mit der punktierten Kugel B
p
x r	  B
p
 	 k

onnen wir v

ollig analog wie mit
der Sph

are S  S

verfahren
 wenn wir statt der Punkte x  S der Sph

are die
zugeh

origen halboenen Radien fx "     g der Kugel betrachten
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F

ur die Betrachtungen zur Vollkugel Bx r	  B 	 gehen wir von den Be
zeichnungen aus Satz  b	 aus F

ur i        setzen wir B

i 
 	
i 
B

	

C

i
 	
i 
C

	
 D

i
 	
i 
D

	 und E

i
 	
i 
E

	 Analog zu obigen

Uber
legungen erhalten wir durch Induktion nach k die Zerlegungen
Bx r	  A

 B

k
 C

 
     C

k 
D

 
    D

k 
 E

 
     E

k 
	
sowie
Bx r	  A

 	
k 
B

k
	 und
Bx r	  	
i 
C

i
	  
	
i 
D

i
	  	
i 
E

i
	 f

ur   i  k   
	
Dies zeigt Bx r	
k 
 k Bx r	
 insbesondere deg Bx r	 k  Bx r		  k  
Zum Nachweis von deg Bx r	 k Bx r		  k nehmen wir an
 da Bx r	
und kBx r	 zerlegungsgeich unter Benutzung von n  k Teilen w

aren Folglich
gibt es eine Zerlegung
Bx r	  M
 
M

    M
n
	
und Bewegungen 
u
 B


   u  n
 so da man aus den Bildern 
u
M
u
	 die
Kugel Bx r	 kmal zusammensetzen kann Wie oben erkennen wir
 da f

ur die
Zerlegung je einer dieser k Kugeln mindestens zwei der Mengen 
u
M
u
	 ben

otigt
werden Wegen n  k m

ussen wenigstens zwei der Kugeln aus genau zwei dieser
Bilder zusammengesetzt sein OBdA gelte
Bx r	  
 
M
 
	  

M

	 und Bx r	  

M

	  

M

	  	
Nun k

onnen wir einer

Uberlegung aus Wa
 S f
 folgen" Zun

achst beobachten
wir
 da nicht alle vier Bewegungen 
 
 

 

 

den Mittelpunkt x von Bx r	
auf sich abbilden k

onnen
 da sonst nicht beide Gleichungen 	 erf

ullbar sind

weil gem

a 	 h

ochstens eine der Mengen M
u

   u  
 den Punkt x enth

alt
OBdA sei 

x	  x Damit liegt der Durchschnitt 

M

	 
 S in einer oenen
Halbsph

are der Kugelober

ache S Deshalb enth

alt 

M

	
S eine abgeschlossene
Halbsph

are von S
 denn 

M

	 
 S  S n 

M

	 
 S	 gem

a 	 Somit gilt


x	  x Also enth

alt auch M


 S eine abgeschlossene Halbsph

are H von S
Nach 	 folgt M
 
M

	
 S   S n M


S	   S nH # also liegen M
 

 S und
M


S jeweils in der oenen Halbsph

are SnH  Folglich gilt 
 
x	  

x	  x
 denn
andernfalls w

urde man wie bei den entsprechenden

Uberlegungen zu 

erhalten

da eine der Mengen M
 

 S bzw M


 S eine abgeschlossene Halbsph

are von
S umfassen m

ute Somit sind 
 
und 

Decktransformationen von S
 und wir
erhalten nach 	
S  
 
M
 
	
S	

M

	
S	  
 
M
 

S	

M


S	   
 
SnH	

SnH	 
Damit w

are S durch zwei oene Halbsph

aren

uberdeckt Dieser Widerspruch belegt

da eine Zerlegungsgleichheit Bx r	
n
 k  Bx r	 mit n  k   unm

oglich ist

also gilt deg Bx r	 k Bx r		  k    
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Wir m

ochten hier noch anmerken
 da man in Analogie zur Betrachtung
punktierter Kugeln die Zerlegungsgleichheit von IR

n fxg und k 

IR

n fxg

mit
deg

IR

n fxg k 

IR

n fxg

 k f

ur x  IR

und k   zeigen kann Die

Uberle
gungen zur Vollkugel k

onnen zum Beweis von IR

k 
 k  IR

ausgeweitet werden
   Eine Verallgemeinerung
Ziel dieses Abschnittes wird der Beweis einer verallgemeinerten Fassung des Mul
tikongruenzsatzes von S Banach und A Tarski sein Satz 	 Den mit dem
klassischen Satz vertrauten Leser wird die Verallgemeinerung nicht

uberraschen
Im Kontext unserer Betrachtungen ist jedoch insbesondere die mit angegebene An
zahlabsch

atzung von Interesse Der Beweis des Satzes wird auf der

Uberdeckbarkeit
von Mengen mit Kugeln eines vorgegebenen Radius beruhen Eine Gr

oe zur Be
schreibung optimaler derartiger Kugel

ubereckungen ist die Kolmogorosche Entro
piefunktion N
r
M	 vgl KoTi
 S 	 F

ur eine beschr

ankte Menge M   IR

und
eine reelle Zahl r   ist N
r
M	 deniert gem

a
N
r
M	  minfm  IN "M ist durch m abgeschlossene
Kugeln vom Radius r

uberdeckbarg 
Zun

achst wollen wir eine Absch

atzung der Minimalzahl N
r
M	 herleiten
Satz   	 Es seien M   IR

eine beschr

ankte Menge mit Umkugelradius R und
r   eine reelle Zahl Dann gilt
N
r
M	  min


p

R
r
 



p



R
r
 




Beweis Es sei Bx

 R	 die Umkugel von M  Zum Nachweis der ersten
Absch

atzung

uberdecken wir Bx

 R	 durch einen W

urfel W der Kantenl

ange R
Wir w

ahlen h  IN so
 da
p

R
r
 h 
p

R
r
  Oensichtlich ist W durch h

W

urfel W
i

   i  h


 der Kantenl

ange
R
h

uberdeckbar Wegen
R
h

r
p

ist wie
derum jeder W

urfel W
i
durch eine Kugel vom Radius r

uberdeckbar Also gibt es
h

Kugeln vom Radius r
 die M

uberdecken Deshalb gilt
N
r
M	  h



p

R
r
 



Zur Verikation der zweiten Schranke benutzen wir die

Uberdeckung des Rau
mes IR

durch gitterf

ormig angeordnete
 paarweise innendisjunkte W

urfel der Kan
tenl

ange
r
p

 Oenbar bilden alle diejenigen Gitterw

urfel
 die mit der Umkugel
Bx

 R	 einen nichtleeren Durchschnitt haben
 eine

Uberdeckung von M  Die An
zahl dieser W

urfel sei j Da alle diese W

urfel in der Kugel Bx

 R  r	 liegen

erhalten wir die Volumenabsch

atzung
j 

r
p



 vol

Bx

 R r	




R r	


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Oensichtlich sind alle j W

urfel von je einer Kugel mit Radius r

uberdeckbar
 so
da
N
r
M	  j 

p

r





R  r	


p



R
r
 


gilt Damit ist Satz  bewiesen  
Die beiden in Satz  angegebenen Schranken f

ur N
r
M	 h

angen oenbar nur
vom Quotienten
R
r
ab Man kann zeigen
 da das Minimum f

ur
R
r
  durch

p

R
r
 


und f

ur
R
r
  durch
p



R
r
 


gegeben ist Bevor wir zur Ver
allgemeinerung des Satzes von S Banach und A Tarski kommen
 wollen wir noch
ein n

utzliches hinreichendes Kriterium f

ur das Bestehen der Relation a
n
 b f

ur
a b 
 

IR
 

herleiten
Hilfssatz     Es seien a  A
 
 A

    A
k
 b  B
 
 B

    B
l

 

IR
 

und n  IN  Wenn A
 
paarweise disjunkte Teilmengen M
 
M

    M
n
besitzt so
da mit einer geeigneten Darstellung n  s
 
 s

    s
l
 s
j
 IN  und geeigneten
Bewegungen 
v
 B

   v  n die Summanden B
j
   j  l gem

a
B
j
 
s

s
j

vs

s
j 
 

v
M
v
	

uberdeckt werden k

onnen dann gilt a
n
 b
Beweis Oensichtlich geben die obigen

Uberdeckungen der Summanden B
j
bei
geeigneter Wahl von Teilmengen M

v
 M
v
zu disjunkten Zerlegungen
B
j

s

s
j

vs

s
j 
 

v
M

v
	
Anla F

ur die Menge A

 
 M

 
M


    M

n
gilt deshalb A

 
n
 b  Setzen wir
A

i
  f

ur   i  k und a

 A

 
 A


     A

k

 dann erhalten wir a

n
 b und
entsprechend der Denition  schlielich die Behauptung a
n
 b  
Satz    Es seien a  A
 
A

    A
k
und b  B
 
 B

   B
l
Summen
aus
 

IR
 

derart da alle Summanden A
i
und B
j
beschr

ankte Mengen sind und
da jeweils mindestens ein Summand von a bzw b innere Punkte enth

alt Dann gilt
a
 
 b
Sind r und s Radien von abgeschlossenen Inkugeln eines Summanden von a bzw
von b dann gilt
deg a b	  


k
X
i 
N
s
A
i
	 
l
X
j 
N
r
B
j
	

A
  
Beweis Wir gehen oBdA davon aus
 da die Kugel Bx
a
 r	 Inkugel von A
 
ist
Nach Denition der Zahlen N
r
B
j
	 ist jeder Summand B
j

   j  l
 durch N
r
B
j
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Translate der Kugel Bx
a
 r	

uberdeckbar Wir setzen h  N
r
B
 
	N
r
B

	   
N
r
B
l
	 Es gibt also Translationen 
v
 B


   v  h
 die die

Uberdeckungen
B
j
 
N
r
B

N
r
B
j


vN
r
B

N
r
B
j 
 

v
Bx
a
 r		
f

ur   j  l bewirken Andererseits gilt gem

a Satz  die Relation Bx
a
 r	
h 

h  Bx
a
 r	
 so da es eine Zerlegung
Bx
a
 r	  M
 
M

    M
h 

eine Darstellung h   r
 
 r

    r
h
und Bewegungen 
u

   u  h 

gibt mit
Bx
a
 r	 
r

r
v

ur

r
v 
 

u
M
u
	
f

ur   v  h Wir erhalten

Uberdeckungen
B
j
 
N
r
B

N
r
B
j


vN
r
B

N
r
B
j 
 
r

r
v

ur

r
v 
 

v

u
M
u
	
der Summanden B
j
durch Bilder der h  paarweise disjunkten Teilmengen M
u
von A
 
 Mit Hilfssatz  folgt a
h 
 b Nach Denition von h erhalten wir
a
n
 b mit n  


l
X
j 
N
r
B
j
	

A
  
V

ollig analog ist die Relation
b
m
 a mit m  

k
X
i 
N
s
A
i
	

 
zu zeigen Nach Satz  folgt daraus a
mn
 b und damit insbesondere
deg a b	  m n  


k
X
i 
N
s
A
i
	 
l
X
j 
N
r
B
j
	

A
  
Damit ist Satz  vollst

andig bewiesen  
Wir wollen nun noch zwei einfache Folgerungen aus Satz  angeben
 die sich
sofort aus Satz  ergeben Die zweite Absch

atzung ist etwas schw

acher
 aber
leichter

uberschaubar
Folgerung    Es seien a  A
 
 A

     A
k
und b  B
 
 B

     B
l
Summen aus
 

IR
 

derart da alle Summanden A
i
und B
j
beschr

ankte Mengen
sind und da jeweils mindestens ein Summand von a bzw b innere Punkte enth

alt
Sind r und s Radien von abgeschlossenen Inkugeln eines Summanden von a bzw von
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b und sind R
 
 R

     R
k
und S
 
 S

     S
l
die Umkugelradien der Summanden
A
 
 A

     A
k
bzw B
 
 B

     B
l
 dann gilt
deg a b	  

k
P
i 
min


p

R
i
s
 



p



R
i
s
 





l
P
j 
min


p

S
j
r
 



p



S
j
r
 



    
Folgerung    Es seien a  A
 
 A

     A
k
und b  B
 
 B

     B
l
Summen aus
 

IR
 

derart da alle Summanden A
i
und B
j
beschr

ankte Mengen
sind und da jeweils mindestens ein Summand von a bzw b innere Punkte enth

alt
Sind r und s Radien von abgeschlossenen Inkugeln eines Summanden von a bzw
von b und sind R und S jeweils der gr

ote der Umkugelradien aller k Summanden
von a bzw aller l Summanden von b dann gilt
deg a b	  

k min


p

R
s
 



p



R
s
 




 l min


p

S
r
 



p



S
r
 



    
Wir m

ochten hier noch einmal auf die in Ha angegebene Schranke deg AB	 

  

R
r

	


verweisen Dabei waren r der Radius einer gemeinsamen Inkugel
und R der Radius der gemeinsamen Umkugel der beiden beschr

ankten Mengen
AB   IR

 Mit Hilfe von Folgerung  kann diese Absch

atzung oenbar zu
deg AB	  min
n

p

R
r
 



p



R
r
 


o
 wesentlich verbessert werden
  Replikation von Mengen
   Absch

atzungen klassischer Art
Nach Satz  wissen wir bereits
 da jede beschr

ankte MengeM   IR

mit inneren
Punkten die Relation M
 
 k M f

ur alle k   erf

ullt Ist r der Radius einer
abgeschlossenen Inkugel von M 
 dann gilt nach Satz  die Absch

atzung
deg Mk M	  k  	  N
r
M	   	
Die folgenden Ausf

uhrungen dienen der Suche nach weiteren Absch

atzungen der mi
nimalen Teileanzahl deg Mk M	
 die zur kfachen Replikation von M ben

otigt
werden Leider werden wir f

ur allgemeine Mengen M keine derart scharfen Aussa
gen wie in Satz  erhalten
 denn die dortigen Resultate beruhen auf den M

oglich
keiten
 die die Decktransformationsgruppe der Kugel bereitstellt Andere Mengen

beispielsweise der W

urfel
 dessen paradoxe Replizierbarkeit ja die Motivation f

ur die
Betrachtungen in diesem Kapitel lieferte
 besitzen ia eine weitaus

armere Deck
transformationsgruppe
In diesem Abschnitt wollen wir zun

achst Schranken f

ur deg Mk M	 nden

die

ahnlich wie Satz  auf der

Uberdeckung von M mit Kugeln beruhen Wir
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sprechen dabei von Absch

atzungen klassischer Art
 weil derartige

Uberdeckungen
auch in der Literatur beim Beweis des Multikongruenzsatzes von S Banach und
A Tarski eine Rolle spielen
Satz    Es seien M   IR

eine beschr

ankte Menge mit inneren Punkten und
k   eine nat

urliche Zahl
a Ist die Menge M durch m Translate einer abgeschlossenen Inkugel von M

uberdeckbar dann gilt
deg Mk M	  mk  	   
b Ist die Menge M durch m Translate einer punktierten abgeschlossenen Kugel
die Teilmenge von M ist

uberdeckbar dann gilt
deg Mk M	  mk  	   
Beweis Es sei Bx r	  M eine abgeschlossene Inkugel von M 
 so da M

uber
deckbar ist gem

a
M   
 
Bx r		  

Bx r		      
m
Bx r		 	
mit geeigneten Translationen 
i
 B

 In Analogie zum Beweis von Satz  benut
zen wir nun die nach Satz  bestehende Zerlegungsgleichheit Bx r	
mk 

mk  	  	  Bx r	  Wir erinnern uns genauer an die Struktur dieser Zerle
gungsgleichheit
 die durch die Formeln 	 und 	 aus dem Beweis von Satz 
beschrieben wird Demgem

a existieren eine Zerlegung
Bx r	  A

M

M

    M
mk 
	
und Bewegungen 
u
 B


   u  mk  	  
 so da
Bx r	  A

 

M

	 	
und
Bx r	 
v

uv

u
M
u
	 	
f

ur   v  mk  	 gilt
Wir setzen M
 
 M nBx r		  A

 Nach 	 erhalten wir so die Zerlegung
M  M
 
M

    M
mk 

Nach 	 gibt es f

ur den ersten Summanden M aus k M die Darstellung
M  M nBx r		  A

 

M

	  M
 
 

M

	 
Die k   weiteren Summanden von k M besitzen nach 	 und 	 die

Uber
deckungen
M  
m

i 
j mi

uj mi

i

u
M
u
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f

ur   j  k   Damit sind alle k Summanden von k  M durch Bilder der
paarweise disjunkten TeilmengenM
u
 M 
   u  mk	


uberdeckt Nach
Hilfssatz  gilt somit M
mk 
 k M  Trivialerweise gilt auch k M
 
M 
 so
da wir gem

a Satz  schlielich die Relation M
mk 
 k M erhalten Damit
haben wir den ersten Teil von Satz  veriziert
Der Beweis von Teil b	 erfolgt v

ollig analog unter Ausnutzung der Aussage aus
Satz 

uber die Vervielfachung von punktierten Kugeln  
Wir sehen
 da Satz  eine sch

arfere Aussage f

ur die kfache Replizierbarkeit
von Mengen liefert als der allgemeinere Satz  W

ahrend Satz  n

amlich die
Absch

atzung 	 erbrachte
 bekommen wir mit Hilfe von Satz  die Verbesse
rung
deg Mk M	  k  	  N
r
M	   
Unter Ausnutzung von Satz  erhalten wir leicht die folgende Aussage
Folgerung    Es seien M   IR

eine beschr

ankte Menge mit inneren Punkten
und k   eine nat

urliche Zahl Sind r der Radius einer abgeschlossenen Inkugel
und R der Umkugelradius von M  dann gilt
deg Mk M	  k  	 min


p

R
r
 



p



R
r
 



    
Es sei hier angemerkt
 da Satz  modiziert werden kann
 indem man in
Teil a	 eine oene Inkugel bzw in Teil b	 eine punktierte oene Kugel anstelle der
entsprechenden abgeschlossenen Mengen benutzt Die angegebenen Absch

atzungen
bleiben dabei richtig
 da sie in v

olliger Analogie zu den oben bewiesenen Aussagen
veriziert werden k

onnen Das modizierte Kriterium kann f

ur die Replikation von
nicht abgeschlossenen Mengen von Vorteil sein
 die eine oene Inkugel maximalen
Durchmessers
 aber keine gr

ote abgeschlossene Inkugel besitzen
  Eine neuartige Absch

atzung
Im Rahmen dieses Abschnittes werden wir den folgenden Satz beweisen und erste
Folgerungen daraus ziehen
Satz    Es sei M   IR

eine beschr

ankte Menge deren Abschlu cl M	 durch m
B

Bilder ihres Inneren int M	

uberdeckbar ist Dann gilt
deg Mk M	  mk  
f

ur alle nat

urlichen Zahlen k  
W

ahrend in den bisherigen Absch

atzungen immer die

Uberdeckbarkeit von M
durch Translate von Inkugeln als Kriterium diente
 geht es nun um die

Uberdeck
barkeit von cl M	 durch Bilder von int M	 Wir werden sehen
 da es viele Mengen
M gibt
 die eine

Uberdeckung von cl M	 durch sehr wenige Bilder ihres Inneren
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int M	 erlauben
 w

ahrend relativ viele Translate von Inkugeln gebraucht werden

umM zu

uberdecken Beispielsweise ist jede kompakte konvexe MengeM   IR

mit
inneren Punkten
 die einen glatten Rand besitzt
 durch vier Translate von int M	

uberdeckbar vgl Satz 	 Da solche Mengen sehr langgestreckt sein k

onnen

werden dagegen ia sehr viele Translate von Inkugeln zur

Uberdeckung von M ge
braucht Man erkennt daran den Vorteil von Satz  gegen

uber den klassischen
Absch

atzungen aus dem letzten Abschnitt Wir wollen aber nicht verschweigen

da bei manchen Mengen Satz  vorteilhaft sein kann ZB ist die Vereinigung
M zweier abgeschlossener Kugeln durch zwei Translate einer Inkugel

uberdeckbar

w

ahrend man vier Bilder von int M	 zur

Uberdeckung ben

otigt
In Vorbereitung auf den Beweis von Satz  wollen wir zun

achst zeigen
 da
jede Menge M 
 die die Voraussetzungen von Satz  erf

ullt
 sogar durch m Bilder
einer inneren Parallelmenge

uberdeckbar ist Dabei verstehen wir unter der inneren
Parallelmenge von M zum Abstand r   die Menge
M
r
 fx M " Bx r	  Mg 
Hilfssatz    Es sei M   IR

eine beschr

ankte Menge deren Abschlu cl M	
durch m B

Bilder ihres Inneren int M	

uberdeckbar ist Dann gibt es eine Zahl
   so da M durch m Bilder 
i
M

	 der inneren Parallelmenge M

 
i
 B

f

ur   i  m

uberdeckt wird
Beweis Nach Voraussetzung gibt es Bewegungen 
i
 B


   i  m
 so da
cl M	   
 
int M		  

int M		      
m
int M		 
Wir denieren die Funktion f " cl M		 IR f

ur Punkte x  cl M	 gem

a
fx	  max
 im
d x 
i
int M			
c
	 
Dabei bezeichne d die euklidische Metrik
 
i
int M			
c
das Komplement von

i
int M		
 und es sei
d x 
i
int M			
c
	  inf fdx y	 " y  
i
int M			
c
g 
Oensichtlich ist f stetig und nimmt deshalb auf dem Kompaktum cl M	 sein
Minimum  an Andererseits ist fx	 f

ur alle x  cl M	 positiv
 also    Wir
setzen  


 Dann gilt fx	   f

ur alle x  cl M	
Wir zeigen nun
M   
 
M

	  

M

	      
m
M

	 
Es sei dazu ein Punkt x  M xiert Wegen fx	   gibt es einen Index i 
f     mg
 so da d x 
i
int M			
c
	   Folglich gilt Bx 	   
i
int M		
und somit x  
i
int M			

 
i
int M	

	   
i
M

	 Damit ist unsere
Behauptung veriziert  
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Beweis von Satz    Nach Hilfssatz  gibt es eine Zahl    und
Bewegungen 
i
 B


   i  m
 mit
M   
 
M

	  

M

	      
m
M

	  	
Nun werden wir zeigen
 da es eine Zerlegung
M  M
 
M

    M
mk
von M und Bewegungen 
u
 B


   u  mk
 gibt
 so da die Inklusionen
M

  
j 
M
j 
	  
j
M
j
	 f

ur   j  mk 	
gelten Dabei nehmen wir oBdA an
 da M Teilmenge der punktierten Kugel
B
p
 	 ist Wir erinnern uns an den Beweis der Aussage

uber Sph

aren bzw punk
tierte Kugeln aus Satz  Danach gibt es zu je zwei Drehungen 	 
  SO


 die
eine freie nichtabelsche Gruppe vom Rang  erzeugen
 Zerlegungen
B
p
 	  A  B
mk
 C
 
 C

     C
mk 
D
 
D

    D
mk 
sowie
B
p
 	  A  	
mk 
B
mk
	 und
B
p
 	  	
j 
C
j
	  
	
j 
D
j
	 f

ur   j  mk  
der Kugel B
p
 	 vgl Formeln 	 und 		 Gem

a Lemma  k

onnen wir 	
und 
 so w

ahlen
 da die Drehungen 	
j 

   j  mk
 und 
	
j 

   j  mk

alle einen Drehwinkel haben
 der kleiner als  ist Damit haben wir gezeigt" Es gibt
Zerlegungen
B
p
 	  H
 
H

    H
mk
	
und
B
p
 	  
j 
H
j 
	  
j
H
j
	 f

ur   j  mk  	
wobei 
u
 SO


   u  mk
 Drehungen sind
 deren Drehwinkel jeweils kleiner
als  sind Die Einschr

ankung der Drehwinkelgr

oen sichert
 da dx 
 
u
x		  
f

ur alle Punkte x  B
p
 	
 insbesondere f

ur x  M 
 gilt Daraus ergibt sich
M

 fx  IR

" Bx 	  Mg   fx  IR

" 
 
u
x	 Mg  
u
M	
 also
M

  
u
M	 f

ur   u  mk  	
Wir setzen nunM
u
 H
u

M 
   u  mk Nach Formel 	 wirdM   B
p
 	
zerlegt gem

a
M  M
 
M

    M
mk

Unter Ausnutzung von 	 und 	 erhalten wir

Uberdeckungen
M

 B
p
 	 
M

 
j 
H
j 
	  
j
H
j
		 
 M

 
j 
H
j 
	 
M

	  
j
H
j
	 
M

	
  
j 
H
j 
	 
 
j 
M		  
j
H
j
	 
 
j
M		
 
j 
M
j 
	  
j
M
j
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f

ur   j  mk Damit ist Formel 	 bewiesen
Nach 	 und 	 gibt es

Uberdeckungen
M  
m

i 


i

h mi 

M
h mi 

 
i

h mi

M
h mi


f

ur   h  k Die k Summanden von k M werden also durch Bilder der paarweise
disjunkten Teilmengen M
u
  M 
   u  mk


uberdeckt Nach Hilfssatz 
folgt M
mk
 k M  Trivialerweise gilt auch k M
 
 M 
 so da wir nach Satz 
schlielich M
mk 
 k M erhalten Damit ist Satz  bewiesen  
Das im Satz  als Kriterium benutzte Problem der

Uberdeckbarkeit von
cl M	 durch Bilder von int M	 ist eng mit bekannten Fragestellungen der kombi
natorischen Konvexgeometrie verwandt vgl BMS
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 und dortige Refe
renzen	" F

ur abgeschlossene konvexe MengenK mit inneren Punkten wird einerseits
nach der Minimalzahl bK	 gefragt
 so da K durch bK	 kleinere homothetische
Bilder von K

uberdeckbar ist Dies ist das

Uberdeckungsproblem von IZ Gohberg
AS Markus und H Hadwiger Andererseits stellte FW Levi die Frage nach der
kleinsten Zahl b

K	
 so da K durch b

K	 Translate des Inneren int K	

uberdeck
bar ist Schlielich wird von VG Boltyanski nach der Minimalzahl cK	 gefragt
 so
da der Rand von K aus cK	 Richtungen vollst

andig

beleuchtet werden kann
Wir benutzen die folgenden bekannten Resultate
 um Folgerungen aus Satz 
abzuleiten
Satz    BMS S  F

ur jede kompakte konvexe Menge K   IR
n
mit
inneren Punkten gilt
 bK	  b

K	  cK	   
Satz  	 Las F

ur jede kompakte konvexe Menge K   IR

mit inneren Punk
ten gilt
 bK	     
Satz    BMS S  	 a F

ur jede kompakte konvexe Punktmenge
K   IR
n
mit inneren Punkten die h

ochstens n nichtregul

are Randpunkte besitzt
gilt
 cK	  n  
b F

ur jede kompakte konvexe Menge K   IR

mit inneren Punkten die h

ochstens
vier nichtregul

are Randpunkte besitzt gilt
 cK	     
Dabei verstehen die Autoren von BMS unter einem regul

aren Randpunkt einer
konvexen Menge K einen Randpunkt
 in dem K eine eindeutig bestimmte Tangen
tialhyperebene besitzt
Im Zusammenhang mit Satz  ist nat

urlich vor allem die Zahl b

K	 interes
sant Ist M   IR

eine beschr

ankte konvexe Menge mit inneren Punkten
 dann
ist cl M	 trivialerweise genau dann durch m Translate von int M	

uberdeckbar

wenn die kompakte Menge K  cl M	 durch m Translate von int K	  int M		

uberdeckt werden kann Die obigen S

atze liefern also sogar

Uberdeckungskriterien
f

ur beschr

ankte konvexe Mengen M mit inneren Punkten F

ur die Replizierbarkeit
derartiger Mengen ergeben sich leicht die folgenden Konsequenzen
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Folgerung   Ist M   IR

eine beschr

ankte konvexe Menge mit inneren Punk
ten dann gilt
deg Mk M	  k  
f

ur alle nat

urlichen Zahlen k    
Folgerung   Ist M   IR

eine beschr

ankte konvexe Menge mit inneren Punk
ten die h

ochstens vier nichtregul

are Randpunkte besitzt dann gilt
deg Mk M	  k  
f

ur alle nat

urlichen Zahlen k    
  Ein

Uberdeckungslemma
Im letzten Abschnitt wurde deutlich
 da das

Uberdeckungskriterium aus Satz 
zun

achst f

ur die Replizierbarkeit von konvexen Mengen interessante Aussagen lie
fert
 die meistens dem Satz 

uberlegen sind Wir wollen nun eine weitere Klasse
von Mengen charakerisieren
 f

ur die Satz  Anwendung nden kann Unsere

Uber
legungen nden zun

achst im ndimensionalen euklidischen Raum IR
n
statt Wir be
trachten Mengen M   IR
n

 die eine Darstellung als Minkowskisumme M  N K
zulassen
 wobei der Summand K beschr

ankt sei und innere Punkte besitze Die Idee
f

ur die folgende Aussage lieferte Theorem  aus BMS
Lemma   ErlaubtM   IR
n
eine DarstellungM  NK als Minkowskisumme
zweier Mengen NK   IR
n
 wobei K beschr

ankt ist und der Abschlu cl K	 eine

Uberdeckung durch m Translate von int K	 besitzt dann ist auch cl M	 durch m
Translate von int M	

uberdeckbar
Beweis Man

uberzeugt sich leicht von den Inklusionen
cl M	   cl N	  cl K	 und cl N	  int K	   int M	 
Desweiteren existieren nach Voraussetzung m Verschiebungsvektoren t
 
 t

     t
m
mit cl K	  
m
S
i 

int K	  t
i

 Damit erhalten wir
cl M	   cl N	  cl K	   cl N	 

m

i 

int K	  t
i



m

i 


cl N	  int K	

 t
i

 
m

i 

int M	  t
i


Somit ist cl M	 durch m Translate von int M	

uberdeckbar  
Ein wichtiger Typ der in Lemma  betrachteten Mengen ist durch die so
genannten 

aueren	 Parallelmengen gegeben Ist N   IR
n
eine Punktmenge
 so
verstehen wir unter der 

aueren	 Parallelmenge N
r
von N zum Abstand r   die
Minkowskisumme
N
r
 N B r	 

xN
Bx r	 
KAPITEL  EINFACHE PARADOXE REPLIKATIONEN VON MENGEN 
 

h
 

 



 

 

	


 



 

Abbildung " Einige Parallelmengen
Eine Menge M   IR
n
wird eine Parallelmenge genannt
 wenn sie eine Darstellung
M  N
r
mit geeigneten N   IR
n
und r   besitzt Abbildung  zeigt einige
Parallelmengen in der Ebene IR


 um zu illustrieren
 wie umfangreich diese Klasse
von Mengen ist Insbesondere ist auch die Vereinigung der dargestellten Mengen
eine Parallelmenge
Da jede Kugel B r	   IR
n

 r  
 nach den S

atzen  und  eine

Uber
deckung durch n   Translate ihres Inneren int B r		 zul

at
 erhalten wir f

ur
Parallelmengen M  N
r
 N B r	 eine direkte Folgerung aus Lemma 
Folgerung   Der Abschlu jeder Parallelmenge im Raum IR
n
kann durch n
Translate ihres Inneren

uberdeckt werden  
Als Anwendung unserer

Uberlegungen im dreidimensionalen Fall erhalten wir
eine weitere Folgerung aus Satz 
Folgerung   Es sei M  N  K eine Minkowskisumme zweier beschr

ankter
Mengen NK   IR

 wobei der Abschlu cl K	 eine

Uberdeckung durch m Translate
von int K	 besitze Dann gilt
deg Mk M	  mk  
f

ur alle nat

urlichen Zahlen k  
Insbesondere erlaubt jede beschr

ankte Parallelmenge M   IR

die Absch

atzung
deg Mk M	  k  
f

ur alle k    
  Die Vervielfachung des W

urfels
Nach den allgemeinen Betrachtungen zur Replikation von Mengen wollen wir nun
speziell auf die zerlegungstheoretische Version des Delischen Problems der W

urfel
verdoppelung zu sprechen kommen Wir fragen also nach der Zahl deg W  W 	
f

ur abgeschlossene W

urfel W   IR

 Zun

achst untersuchen wir
 welche Absch

atzun
gen die bisherigen Aussagen liefern Dabei sehen wir gleichzeitig exemplarisch
 wie
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aussagekr

aftig unsere allgemeinen S

atze sind Um Satz  optimal ausnutzen zu
k

onnen
 ben

otigen wir

Uberdeckungen des W

urfels mit minimal vielen Translaten
einer Inkugel bzw einer punktierten Inkugel
Hilfssatz   Jeder W

urfel W   IR

ist durch acht Translate einer punktierten
Inkugel

uberdeckbar Eine

Uberdeckung durch sieben Translate einer vollen Inkugel
gibt es nicht
Beweis Wir betrachten den W

urfel W   

 Man sieht leicht
 da W durch
die acht punktierten Kugeln B
p
x 	
 x 


 


 


 





uberdeckt wird
Nun sei W durch m Vollkugeln vom Radius 

uberdeckt Eine solche Kugel
kann oenbar h

ochstens zwei Eckpunkte x  vert W 	 enthalten Also gilt m 
m

 m
 
 m


 wobei m
i

   i  
 die Anzahl der Kugeln ist
 die genau i
Eckpunkte

uberdecken F

ur x  vert W 	 sei h
 
x	 die Anzahl der Kugeln
 die x
und sonst keinen weiteren Eckpunkt

uberdecken
 und h

x	 die Anzahl der Kugeln

die x und noch einen weiteren Eckpunkt enthalten Dann gilt oenbar
m  m
 
m


X
xvertW 

h
 
x	 


h

x	


F

ur jeden Punkt x  vert W 	 gilt aber h
 
x	   oder h

x	  
 denn im Fall
h
 
x	   wird x und damit auch eine ganze Umgebung von x inW nur von Kugeln

uberdeckt
 die neben x noch einen weiteren Eckpunkt enthalten Derartige Kugeln
besitzen immer eine der drei von x ausgehenden W

urfelkanten als Durchmesser
Oenbar werden alle drei dieser Kugeln gebraucht
 um eine Umgebung von x zu

uberdecken Deshalb gilt h

x	   Daraus ersehen wir
 da f

ur alle Eckpunkte x
gilt h
 
x	 
 

h

x	   Die obige Absch

atzung liefert damit
m 
X
xvertW 
   
was zu zeigen war Genauer haben wir gezeigt
 da jede optimale

Uberdeckung aus
acht Kugeln bestehen mu
 die jeweils nur einen Eckpunkt des W

urfels enthalten	  
Somit k

onnen wir Satz  mit m   anwenden Nach Teil a	 erhalten wir
deg Wk W 	  k  	   f

ur k   
speziell deg W  W 	   Teil b	 liefert
deg Wk W 	  k  	   f

ur k   
insbesondere deg W  W 	   Die schw

achere Folgerung  ergibt dagegen
mit
R
r

p
 nur die Absch

atzung
deg Wk W 	  k  	   f

ur k  
und f

ur die W

urfelverdoppelung deg W  W 	  
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Die folgende Hilfsaussage wird zur Vorbereitung der Anwendung von Satz 
ben

otigt Sp

ater werden wir sie noch zum Beweis einer speziell auf den W

urfel
zugeschnittenen Aussage benutzen
Hilfssatz   F

ur jeden W

urfel W   IR

der Kantenl

ange s gibt es eine reelle
Zahl    so da
a W durch vier B

Bilder der inneren Parallelmenge W


uberdeckbar ist und
b W durch zwei B

Bilder der inneren Parallmenge W

und einen Quader der
Kantenl

angen s 	 s 	 s

uberdeckt werden kann
Beweis OBdA betrachten wir den W

urfel W   

mit s   Wir
setzen  
 




p



 Man

uberzeugt sich leicht davon
 da die vier Punk
te

p



 
 





p



 






p




 


und

p




 

  

Ecken eines
Quadrates der Kantenl

ange  sind
 welches ganz im W

urfel
h


p




p


i

 W

liegt Folglich liegt der Quader Q der H

ohe 
 dessen Grundseite vom obigen Qua
drat gebildet wird
 ganz in der Parallelmenge W


Zum Nachweis von a	 benutzen wir die

Uberdeckung
W    



    





      



 

   


Die erste Menge ist ein Translat von W

 Die drei weiteren Mengen sind wie Q
Quader der Kantenl

angen      und werden deshalb von geeigneten Bildern
von W


uberdeckt
F

ur b	 stellen wir fest
 da
W 

  

  



    





      

gilt Dabei ist die erste Menge ein Quader der Kantenl

angen s	s	s
 und
die anderen beiden Quader werden wiederum von Bildern der inneren Parallelmenge
W


uberdeckt  
Wir erkennen insbesondere
 da jeder W

urfel durch vier Bilder seines Inneren

uberdeckbar ist Nach Satz  erhalten wir deshalb mit m   die Absch

atzung
deg Wk W 	  k   f

ur k   	
und f

ur die W

urfelverdoppelung deg W  W 	   Die Folgerung  ergibt
dagegen nur
deg Wk W 	  k   f

ur k   
also deg W  W 	   Die Folgerung  ist f

ur die Replikation des W

urfels
W nicht anwendbar
 da W unendlich viele nichtregul

are Randpunkte besitzt Die
Aussage von Folgerung 

uber Parallemengen liefert ebenfalls keinen Beitrag f

ur
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 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Z

 
 
 
 
 
 


 
 
 
 

 




 

 

 

Achse von 	
Achse von 

Abbildung " Lage von W im Raum
den W

urfel Nat

urlich kann man W  N  K als Minkowskisumme darstellen

wobei die Summanden N und K wiederum W

urfel sind Oenbar werden dabei
zur

Uberdeckung von K im Minimalfall m   Translate von int K	 ben

otigt
Folgerung  liefert dann
deg Wk W 	  k   f

ur k   
speziell deg W  W 	  
Abschlieend wollen wir einen Satz zur Vervielfachung des W

urfels beweisen
Durch Ausnutzung der speziellen geometrischen Struktur des W

urfels k

onnen wir
die beste bisherige Absch

atzung 	 noch leicht verbessern
Satz   F

ur jeden W

urfel W   IR

und alle nat

urlichen Zahlen k   gilt
k  deg Wk W 	  k   
Beweis Die untere Absch

atzung k  deg Wk W 	 erh

alt man durch analoge
Argumentation wie bei k  deg S k  S	 im Beweis von Satz 
Zur Herleitung der oberen Absch

atzung wollen wir

ahnlich wie im Beweis von
Satz  vorgehen Wir betrachten oBdA den W

urfel W 

 


 




 dessen
Kanten achsenparallel verlaufen
 und der Teilmenge der punktierten Einheitskugel
B
p
 	 ist vgl Abbildung 	 F

ur den W

urfel W mit der Kantenl

ange s 
 

sei
die Zahl  gem

a Hilfssatz  gew

ahlt
 so da es Bewegungen 
i
 B


   i  

gibt mit
W   
 
W

	  

W

	  

W

	  

W

	 	
und
W   




 

 





 



 
	
W

	  

W

	  	
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Wir erinnern uns an den Beweis der Relation B
p
 	
k
 k  	  B
p
 	
in Satz  Danach existieren zu je zwei Drehungen 	 
  SO


 die eine freie
nichtabelsche Untergruppe vom Rang  erzeugen
 Zerlegungen
B
p
 	  A  B
k
 C
 
     C
k
D
 
    D
k
	
sowie
B
p
 	  A  	
k
B
k
	  B
p
 	  C
 
 
D
 
	 	
und
B
p
 	  	
j 
C
j
	  
	
j 
D
j
	 f

ur   j  k   	
der punktierten Kugel B
p
 	 vgl Formeln 	 und 		 Unter Ausnutzung
von Lemma  w

ahlen wir 	 und 
 so
 da die Drehachsen von 	 und 
 die 
 

bzw die 

Achse des Koordinatensystems sind
 und da alle Drehungen 	
j 


  j  k  
 und 
	
j 

   j  k  
 Drehwinkel haben
 die kleiner als
 sind
Wir setzen M
 
 A
W 
 M

 B
k

W und M
j 
 C
j

W bzw M
j

D
j

W f

ur   j  k   Gem

a 	 erhalten wir eine Zerlegung
W  M
 
M

    M
k
	
des W

urfels W  Aus den Gleichungen 	 leiten wir wie im Beweis von Satz 
unter Ausnutzung der Beschr

anktheit der Drehwinkel die Darstellungen
W

  	
j 
M
j 
	  
	
j 
M
j
	 f

ur   j  k   	
ab Nun zeigen wir
 da ein Quader der Kantenl

angen

 

 



 

 


 

von
M
 
 	
k
M

	

uberdeckt wird"


 


 




 

 
 

 



  M
 
 	
k
M

	  	
Da 	
k
eine Rotation um die 
 
Achse ist
 deren Drehwinkel kleiner als  ist

gilt oenbar


 


 




 

 
 

 



  	
k
W 	 Unter Ausnutzung von 	
schlieen wir daraus


 


 




 

 
 

 



 B
p
 	 



 


 




 

 
 

 





A 



 


 




 

 
 

 






	
k
B
k
	 



 


 




 

 
 

 



  A 
W 	 

	
k
B
k
	 
 	
k
W 	

 M
 
 	
k
M

	 
womit 	 bewiesen ist Analog kann man aus der zweiten Gleichung von 	
die Beziehung

 

 
 

 



 


 




 

 
 

 

  M

 
M

	 	
KAPITEL  EINFACHE PARADOXE REPLIKATIONEN VON MENGEN 
ableiten
Nun k

onnen wir die paarweise disjunkten Teilmengen M
u
 W 
   u  k 

aus der Zerlegung 	 zur

Uberdeckung der k Summanden von k W benutzen
Ist 
 
 B

eine Bewegung
 die den Quader aus Formel 	 auf den gleichgroen
Quader aus 	 abbildet
 dann gilt unter zus

atzlicher Ausnutzung von 	
W   


 
M
 
	


 
	
k
M

	
	
	M

	
	

	M
	
	

	

M

	


	

M

	 
Analog erh

alt man aus 	
 	 und 	 mit einer geeigneten Bewegung


 B

die

Uberdeckung
W   



M

	




M

	
	
	

M

	
	

	

M
 
	

	

M
  
	


	

M
 
	 
Die verbleibenden k   Summanden von k W erlauben nach 	 und 	
schlielich die

Uberdeckungen
W  


i 


i
	
hi
M
hi
	  
i

	
hi
M
hi
	

f

ur   h  k   Wir k

onnen nun Hilfssatz  anwenden und erhalten W
k

k W  Weiterhin gilt oensichtlich k W
 
 W 
 so da nach Satz  die Relation
W
k
 k  W erf

ullt ist Damit ist die Absch

atzung deg Wk W 	  k  
bewiesen  
Aus Satz  erhalten wir die sch

arfste uns bekannte Aussage

uber die minimale
Teileanzahl bei der zerlegungstheoretischen W

urfelverdoppelung"
  deg W  W 	    	
  Abschlieende Bemerkungen
Abschlieend m

ochten wir auf einige oene Probleme hinweisen Obwohl wir ver
schiedene Absch

atzungen f

ur die minimal notwendige Teileanzahl bei der Vervielfa
chung von Mengen herleiten konnten  in den Abschnitten  und  fanden
sogar Aussagen der modernen kombinatorischen Geometrie Anwendung 
 bleibt die
Frage nach den exakten Anzahlen oen Insbesondere wurde auch die Frage nach
der optimalen Zahl deg W  W 	 der Teile zur W

urfelverdoppelung nur im Sinne
von Formel 	 gel

ost Die benutzten Beweistechniken sind unseres Wissens mit
der dort angegebenen oberen Schranke voll ausgesch

opft Es dr

angt sich die Frage
nach einer Verbesserung der trivialen unteren Absch

atzung auf Kann man

ahnliche
Methoden wie beim Beweis von k    deg Bx r	 k Bx r		 in Satz  f

ur
die Replikation von W

urfeln nden$
Kenner des BanachTarskiParadoxons wissen
 da man f

ur h

ohere Dimensionen
leicht

ahnliche Aussagen wie im dreidimensionalen Fall bekommen kann Dagegen
gibt es in der Ebene keine analogen Aussagen zur Multikongruenz
 weil die Bewe
gungsgruppe B

nicht reichhaltig genug ist Dennoch gibt es auch im zweidimensio
nalen Fall interessante Aussagen zur Zerlegungsgleichheit Das wohl prominenteste
KAPITEL  EINFACHE PARADOXE REPLIKATIONEN VON MENGEN 
Beispiel ist die eingangs erw

ahnte Quadratur des Kreises von M Laczkovich un
ter Benutzung der Translationsgruppe Auch hier k

onnte man nach der minimalen
Anzahl der ben

otigten Teile fragen Es m

uten aber andere Techniken gefunden
werden Unsere Aussagen zum BanachTarskiParadoxon im euklidischen Raum
basieren alle auf der paradoxen Replizierbarkeit von punktierten	 Kugeln unter
Benutzung einer

uberschaubaren Anzahl von Teilen Satz 	 Zwar beruht diese
Eigenschaft der Kugeln ebenso wie die Quadratur des Kreises nach M Laczkovich
auf dem Auswahlaxiom
 aber das Vorgehen ist dennoch wesentlich konstruktiver
Dagegen gibt es bei der zerlegungstheoretischen Quadratur des Kreises keine ele
mentaren Grundbausteine
 deren Zerlegungsgleichheit hinsichtlich der Teileanzahl

uberschaubar ist
 und auf deren Zerlegbarkeitseigenschaften die Behandlung anderer
Mengen beruht
Wie schon bei der Einf

uhrung der Grundbegrie im Abschnitt  erw

ahnt
wurde
 kann man die Fragen zur Zerlegungsgleichheit auch in allgemeinen R

aumen
bez

uglich gewisser dort wirkender Transformationsgruppen betrachten Entspre
chende gruppentheoretische

Uberlegungen ndet man in Wa
 gewisse abstrakte
Absch

atzungen zur optimalen Teileanzahl insbesondere im Kapitel  Derartige ab
strakte

Uberlegungen h

atten aber den Rahmen der vorliegenden Arbeit gesprengt
Hier wurde die Frage nach der Zerlegungsgleichheit insbesondere auch deswegen nur
bez

uglich der Bewegungsgruppe B

behandelt
 weil man die auftretenden Ph

ano
mene wirklich als paradox empndet
 wenn man das Hantieren mit geometrischen
Objekten und euklidischen Bewegungen zun

achst als physikalischmechanische Pro
zedur versteht Nicht zuletzt dienen unsere

Uberlegungen der Erweiterung unseres
Verst

andnisses der Bewegungsgruppe
 mit der wir Vorg

ange in unserem Anschau
ungsraum modellieren
Im Sinne eines Ausblicks wollen wir dennoch eine besonders elegante Aussage
erw

ahnen
 die

uber die

Uberlegungen zur Gruppe B

hinausgeht Betrachtet man
im Raum IR
n
die Zerlegungsgleichheit bez

uglich der Hauptgruppe H
n
der

Ahnlich
keitsabbildungen
 dann kann man ein viel weitgehenderes Ph

anomen beobachten"
Je zwei beschr

ankte Mengen AB  IR
n
 die innere Punkte besitzen sind bez

uglich
H
n
zerlegungsgleich unter Benutzung von nur zwei Teilen vgl Wa
 S 	 Dieser
sch

one Sachverhalt folgt leicht aus Satz 
 denn es gilt oensichtlich A
 
 B und
B
 
 A
 wenn man Transformationen aus H
n
zul

at
Kapitel 
W

urfelzerlegungen und
Approximation
Jede stetige reellwertige Funktion auf einem Intervall a b ist bekanntlich beliebig
gut durch Polynome approximierbar Welche

einfachen Funktionen stehen aber
zur Approximation zur Verf

ugung
 wenn das Intervall durch einen allgemeinen kom
pakten metrischen Raum X d	 ersetzt wird$ Eine M

oglichkeit wird von I Stephani
in Ste vorgestellt" Dort werden Linearkombinationen von endlichen Funktionensy
stemen
 sogenannten kontrollierbaren Zerlegungen der Einheit
 als approximierende
Funktionen benutzt Aus Symmetriegr

unden sollen die Tr

ager der Zerlegungsfunk
tionen eine Uniformit

atsbedingung erf

ullen
 die eng mit der Geometrie des Raumes
X d	 zusammenh

angt Die Bedingung sichert
 da die Zerlegungsfunktionen Ein
ugebiete etwa gleicher Gr

oe besitzen Der Raum X wird in diesem Sinne relativ
gleichm

aig unterteilt
Unsere Betrachtungen beziehen sich auf den ndimensionalen W

urfel Hier wird
in exemplarischer Weise deutlich
 da alle Ergebnisse zur og Approximationstheo
rie fast ausschlielich auf geometrischen

Uberlegungen beruhen Viele Resultate
sind durchaus auch von selbst

andigem geometrischen Interesse Nach einer exakten
Einf

uhrung in die Theorie im Abschnitt  werden deshalb im folgenden Teil 
zun

achst nur Aussagen zur Geometrie der verwendeten Uniformit

atsbedingung ge
sammelt Abschnitt  dient der Charakterisierung einer Klasse von Funktionen
auf dem W

urfel
 die einerseits eng mit dessen polyedrischer Struktur verkn

upft und
andererseits auch f

ur die Approximationstheorie von wesentlicher Bedeutung ist Im
Teil  wird schlielich gezeigt
 da die f

ur die Approximationstheorie zentrale
Fehlerabsch

atzung in gewisser Weise optimal ist
Im zweiten Teil des Kapitels wird eine modizierte Theorie vorgestellt Stetige
Funktionen werden nun durch Treppenfunktionen angen

ahert
 deren Tr

ager wieder
um die Bedingung der Kontrollierbarkeit erf

ullen m

ussen Wie wir sehen werden

ist die zu dieser Theorie geh

orige Fehlerabsch

atzung in einem viel st

arkeren Sinne

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optimal Am Ende unserer

Uberlegungen steht der Satz 

uber die Verfeiner
barkeit von beliebigen Quaderzerlegungen des W

urfels zu Quaderzerlegungen
 f

ur
die die Uniformit

atsbedingung gilt Dieser geometrische Sachverhalt impliziert ei
nerseits durch iterative Anwendung die Existenz von aufsteigenden Ketten solcher
kontrollierbarer Zerlegungen
 die jeweils zu einem Approximationsschema Anla ge
ben Andererseits erkennen wir f

ur das Intervall
 also den eindimensionalen W

urfel

da das modizierte Approximationsverfahren sogar zur Ann

aherung von unsteti
gen Funktionen eines wichtigen Typs benutzt werden kann
  Approximation mittels kontrollierbarer Zerle
gungen der Einheit
   Einf

uhrung
Es sei X d	 ein kompakter metrischer Raum Die kte Entropiezahl einer Teilmenge
M   X ist gegeben durch

k
M	  inf

   " es gibt Punkte x
 
 x

     x
k
 X mit M  
k
S
i 
Bx
i
 	


wobei Bx
i
 	 die abgeschlossene Kugel um x
i
vom Radius  bezeichne vgl
CaSte
 S 	 Dieser Entropiebegri ist eng mit der im Abschnitt  ein
gef

uhrten Kolmogoroschen Entropiefunktion verwandt
 n

amlich N

M	  k f

ur

k
M	    
k 
M	
 k   Die Folge 
k
M		

k 
ist oenbar f

ur jede Menge
M monoton fallend und strebt aufgrund der Kompaktheit von X gegen Null Die
erste Entropiezahl 
 
M	 gibt insbesondere den Radius von M an
De
nition   Eine endliche

Uberdeckung U  fU
 
 U

     U
k
g des kompakten
metrischen Raumes X heit kontrollierbar falls k   ist triviale

Uberdeckung
U  fXg	 oder

 
U
i
	  
k 
X	
f

ur alle i        k gilt
Diese Uniformit

atsbedingung f

ur die Elemente von

Uberdeckungen wurde von
I Stephani in Ste eingef

uhrt Mit Hilfe des Begries der Feinheit F U	 einer

Uberdeckung U  fU
 
 U

     U
k
g

F U	  max
i k

 
U
i
	 
kann die Kontrollierbarkeit etwas anschaulicher als eine Extremaleigenschaft be
schrieben werden
Hilfssatz  F

ur jede endliche

Uberdeckung U eines kompakten metrischen Rau
mes X sind folgende Aussagen

aquivalent

i U ist kontrollierbar
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ii Keine

Uberdeckung V von X mit einer Feinheit F V	  F U	 besitzt weniger
Elemente als U 
Beweis Es sei U  fU
 
 U

     U
k
g
Zun

achst veriziern wir die Implikation i	  ii	 F

ur die

Uberdeckung U
gelte also k   und F U	  
k 
X	 Aufgrund der Denition von 
k 
X	 und
wegen der Kompaktheit von X gibt es k  Kugeln Bx
i
 
k 
X		
 die eine

Uber
deckung V  fBx
i
 
k 
X		 "   i  k  g von X bilden Dieses System V
belegt die G

ultigkeit der Aussage ii	
Zum Nachweis von ii	  i	 gehen wir von der Existenz einer

Uberdeckung
V  fV
 
 V

     V
l
g mit F V	  F U	 und l  k   aus Wegen F V	  F U	
besitzt jede Menge V
j

   j  l
 eine umbeschriebene Kugel By
j
 F U		 Diese l
Kugeln vom Radius F U	 bilden somit eine

Uberdeckung vonX 
 also 
l
X	  F U	
Damit erhalten wir
F U	  
l
X	  
k 
X	 
Die

Uberdeckung U ist folglich nicht kontrollierbar  
Mit CX	 bezeichnen wir den Banachraum aller stetigen reellwertigen Funktio
nen f auf X mit der Norm
kfk  sup
xX
jfx	j 
Zur Approximation von Funktionen aus CX	 werden Zerlegungen der Einheit be
nutzt Das sind endliche Systeme f
 
 

     
k
g stetiger Funktionen 
i
 CX	
mit

i
  f

ur   i  k und
k
X
i 

i
  
Die Tr

ager
supp 
i
	  fx  X " 
i
x	   g
der Zerlegungsfunktionen 
i

   i  k
 bilden oensichtlich eine

Uberdeckung von
X durch oene Mengen Deshalb kann der Kontrollierbarkeitsbegri in naheliegen
der Weise auf Zerlegungen der Einheit ausgeweitet werden vgl Ste	
De
nition  Eine Zerlegung der Einheit f
 
 

     
k
g auf einem kompakten
metrischen Raum X heit kontrollierbar falls k   ist triviale Zerlegung der
Einheit f 
X
g	 oder

 
supp 
i
		  
k 
X	
f

ur alle i        k gilt
Die Funktionen aus derartigen Zerlegungen der Einheit haben aufgrund der Unifor
mit

atsbedingung etwa gleichgroe

Einugebiete
Nat

urlich stellt sich die Frage nach der Existenz kontrollierbarer

Uberdeckungen
und kontrollierbarer Zerlegungen der Einheit Sp

ater werden auch noch kontrollier
bare Zerlegungen von X eine Rolle spielen Das sind  im Gegensatz zu kontrollier
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baren Zerlegungen der Einheit  keine Funktionensysteme
 sondern mengentheoreti
sche Zerlegungen von X  Kontrollierbare Zerlegungen von X sind demnach spezielle
kontrollierbare

Uberdeckungen
Hilfssatz  Es sei X d	 ein kompakter metrischer Raum F

ur jede nat

urliche
Zahl k   sind folgende Aussagen

aquivalent

i X besitzt eine kontrollierbare

Uberdeckung der Kardinalit

at k
ii X besitzt eine kontrollierbare Zerlegung der Kardinalit

at k
iii X besitzt eine kontrollierbare Zerlegung der Einheit der Kardinalit

at k
iv 
k
X	  
k 
X	   
Wir verzichten auf einen Beweis dieses Sachverhaltes
 da die

Aquivalenz von iii	
und iv	 bereits in Ste gezeigt wurde Die verbleibenden Aussagen k

onnen v

ollig
analog veriziert werden
Ist X d	 ein unendlicher Raum
 dann sind alle seine Entropiezahlen 
k
X	 po
sitiv
 und die Nullfolge 
k
X		

k 
besitzt deshalb unendlich viele Sprungstellen

k
X	  
k 
X	 Die im Hilfssatz  angegebene Sprungbedingung ist also ent
sprechend h

aug erf

ullt Im folgenden Abschnitt werden wir bei der Untersuchung
ndimensionaler W

urfel jedoch exemplarisch erkennen
 da andererseits auch f

ur
sehr viele Indizes k die Gleichheit 
k
X	  
k 
X	 gelten kann
Zur Approximation stetiger Funktionen werden die folgenden Funktionenklassen

m
X	   CX	 benutzt"

m
X	 

k
P
i 

i

i
" 
i
 IR f
 
 

     
k
g ist eine kontrollier
bare Zerlegung der Einheit auf X mit k  m


Das Approximationsschema 
 
X	   

X	   

X	        CX	 gibt verm

oge
der Denition
a
m
f	  inffkf  k "   
m
X	 g
in kanonischer Weise zu einer monoton fallenden Folge von Approximationszahlen
a
 
f	  a

f	  a

f	       f

ur jede stetige Funktion f  CX	 Anla
Zur quantitativen Absch

atzung der Fehlergr

oen machen wir vom Stetigkeits
modul f 	 der Funktionen f  CX	 Gebrauch Dieser Modul ist f

ur   
gem

a
f 	  supfjfx	 fy	j " x y  X dx y	  g
erkl

art Man kann die Gr

oe f 	 analog auch f

ur beliebige beschr

ankte reelle
Funktionen f auf X denieren Stetige Funktionen f werden durch die Eigenschaft
lim

f 	   charakterisiert
 wobei die St

arke der Nullstrebigkeit als ein Ma
f

ur die G

ute der Stetigkeit von f dient In Analogie zum klassischen Theorem von
D Jackson

uber die Approximation von stetigen Funktionen auf dem Intervall a b
durch Polynome vgl Mei
 S 	 gilt folgende Aussage
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Satz  Ste Ist X d	 ein kompakter metrischer Raum dann gilt f

ur alle
Funktionen f  CX	 und alle nat

urlichen Zahlen m   die Absch

atzung
a
m
f	  f 
m
X		   
Wir erkennen daran insbesondere
 da die Vereinigung der Klassen 
m

 m  

dicht in CX	 liegt
  Kontrollierbarkeit und Gitter auf dem W

urfel
Wir wollen unsere Betrachtungen nun auf den Raum  
n
 d
max
	
 also auf den
mit der Maximummetrik
d
max
x
 
 x

     x
n
	 y
 
 y

     y
n
		  max
k n
jx
k
 y
k
j
versehenen ndimensionalen W

urfel  
n

 konzentrieren Die Entropiezahlen dieses
Raumes berechnen sich gem

a

l
n
 
n
	  
l
n
 
 
n
	      
l 
n
 
 
n
	 

l
	
f

ur l        vgl BaPi
 B

oRi	 Die Sprungbedingung aus Hilfssatz  ist
somit nur f

ur die Indizes k  l
n

 l  
 erf

ullt Demnach existieren kontrollierbare

Uberdeckungen
 Zerlegungen bzw Zerlegungen der Einheit des W

urfels  
n
genau
zu den Kardinalit

aten k  f
n
 
n
 
n
   g Die Kontrollierbarkeitsbedingung f

ur
eine nichttriviale

Uberdeckung U  fU
 
 U

     U
l
n
g der Kardinalit

at l
n

 l  

hat die Gestalt

 
U
i
	 

l  
f

ur i        l
n

Die folgenden

Uberlegungen zeigen den engen Zusammenhang zwischen kon
trollierbaren

Uberdeckungen bzw auch Zerlegungen und Zerlegungen der Einheit	
und Gittern auf dem W

urfel Einige Betrachtungen dieser Art ndet man bereits
in B

o S

atze  und 	 und in der Diplomarbeit Ri Satz 	 Dort werden
die Aussagen allerdings nur f

ur Kugel

uberdeckungen formuliert Der Vollst

andigkeit
halber wollen wir die relativ kurzen Beweise hier dennoch ausf

uhren Wir werden
im wesentlichen den Darstellungen aus Ri folgen
F

ur l   sei das Gitter G
l
n
   
n
gegeben gem

a
G
l
n

	
gj
 
 j

     j
n
 " j
 
 j

     j
n
	  f      lg
n


mit
gj
 
 j

     j
n
 

j
 
 	
l  

j

 	
l  
    
j
n
 	
l  


Zun

achst beobachten wir
 da die Mengen aus jeder l
n
elementigen kontrollierbaren

Uberdeckung nahezu gitterf

ormig angeordnet sind
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Satz  Es sei U eine l
n
elementige kontrollierbare

Uberdeckung des Raumes
 
n
 d
max
	 mit l   Dann wird jeder Gitterpunkt aus G
l
n
durch genau eine
Menge aus U

uberdeckt und umgekehrt enth

alt jede Menge aus U genau einen
Punkt des Gitters G
l
n

Beweis Wegen der Kontrollierbarkeit gilt 
 
U	  
l
n
 
 
n
	 
 
l 
f

ur alle
U  U  Also ist jede Menge U aus U Teilmenge eines achsenparallel liegenden
W

urfels
 dessen Kantenl

ange kleiner als

l 
ist Deshalb kann U h

ochstens einen
der Gitterpunkte enthalten
 deren paarweiser Abstand ja mindestens

l 
betr

agt
Andererseits liegt aufgrund der

Uberdeckungseigenschaft jeder Punkt aus G
l
n
in
wenigstens einer Menge aus U  Da U und G
l
n
von derselben Kardinalit

at sind
 mu
umgekehrt jede Menge aus U mindestens einen Gitterpunkt enthalten
 und jeder
Gitterpunkt wird von h

ochstens einer Menge U  U

uberdeckt  
Ist U  fU
 
 U

     U
k
g eine

Uberdeckung von  
n

 dann bezeichnen wir
mit SU	 die Menge aller Punkte des W

urfels  
n

 die jeweils nur in einer

Uber
deckungsmenge U  U enthalten sind"
SU	 
k

i 


U
i
n

jf kgnfig
U
j

A

Wir k

onnen die durch kontrollierbare

Uberdeckungen U der Kardinalit

at l
n
einfach

uberdeckten Mengen SU	 zur Charakterisierung des Gitters G
l
n
heranziehen
Satz  F

ur alle nat

urlichen Zahlen l   gilt

G
l
n


U ist eine kontrollierbare

Uberdek
kung von  
n
mit card U	  l
n
SU	 
Beweis Nach Satz  gilt die Inklusion

  Zum Nachweis von

 zeigen wir

da f

ur jeden Punkt x   
n
nG
l
n
eine geeignete kontrollierbare

Uberdeckung U
der Kardinalit

at l
n
existiert
 so da x  SU	
Es sei also x  x
 
 x

     x
n
	   
n
nG
l
n
xiert Da x kein Gitterpunkt ist

gibt es einen Koordinatenindex k

 f      ng
 so da
j
k

 	
l  
 x
k


j
k

l  
f

ur ein j
k

 f      l  g 	
gilt Wir w

ahlen eine Zahl    gem

a
l 	  min

x
k


j
k

 	
l  

j
k

l  
 x
k


 	
Weiterhin denieren wir f

ur   j  l Intervalle
I
j

















h


l 
  

 j   

j 
l 
 j  	 
j
l 
 j 

   j  j
k



j
l 
 l j  		 
j 
l 
 l  j	 

 j
k

 j  l 

l
l 
   
i
 j  l 
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Unter Ausnutzung von 	 und 	 erhalten wir damit die Inklusionen
x
k



j
k

 	
l  
 x
k




j
k

 	
l  

j
k

l  


j
k

l  
 x
k


 

j
k

 	
l  

j
k

l  
 l 	

 

j
k

 	
l  

j
k

l  
 j
k



  I
j
k

und analog
x
k



x
k


j
k

l  



j
k

 	
l  


x
k


j
k

 	
l  


j
k

l  

 

j
k

 	
l  
 l 	
j
k

l  

 

j
k

 	
l  
 l  j
k

	
j
k

l  

  I
j
k

 

Damit gilt
x
k

 I
j
k


 I
j
k

 
 	
Insbesondere bedeutet dies
 da sich die Intervalle I
j
k

und I
j
k

 

uberlappen F

ur
j  f      l g n fj
k

g gibt es oenbar auch eine

Uberlappung von I
j
und I
j 

Deshalb gilt
   I
 
 I

     I
l
 	
Wir denieren
U
j

j

j
n

 I
j

 I
j

    I
j
n
f

ur j
 
 j

     j
n
	  f      lg
n
und erhalten verm

oge
U 
	
U
j

j

j
n

" j
 
 j

     j
n
	  f      lg
n


oenbar eine l
n
elementige

Uberdeckung U von  
n
 Die Mengen U  U sind
achsenparallele Quader
 deren Kantenl

angen aufgrund der Denition der Intervalle
I
j
nicht gr

oer als

l 
  sind F

ur die Entropiezahlen gilt somit

 
U	 

l  
  

l  
 
l
n
 
 
n
	 #
also ist U eine kontrollierbare

Uberdeckung Wegen 	 gibt es f

ur alle Koordina
tenindizes k  k

ein Intervall I
j
k
mit x
k
 I
j
k
 Unter Ausnutzung von 	 gilt
demnach
x  U
j

j

j
n


 U
j

j

j
k

 
 j
k

  j
k


j
k


j
n


Der Punkt x geh

ort somit nicht zur Menge SU	
 was zu zeigen war
Die hier konstruierte

Uberdeckung U besteht nur aus oenen Kugeln vom Ra
dius
 
l 
  Man k

onnte Satz  also auch sch

arfer formulieren
 indem man die
Durchschnittsbildung auf kontrollierbare

Uberdeckungen mit oenen Kugeln vom
KAPITEL  W

URFELZERLEGUNGEN UND APPROXIMATION 
gleichen Radius einschr

ankt	  
 
Der Durchschnitt der einfach

uberdeckten Mengen SU	 aller l
n
elementigen
kontrollierbaren

Uberdeckungen U des W

urfels  
n
ist nach Satz  das Gitter
G
l
n
 also eine Menge vom Lebesguema Null Dagegen belegt die folgende Aussage

da die Menge SU	 f

ur eine einzelne kontrollierbare

Uberdeckung U den W

urfel bis
auf einen Rest von einem beliebig klein vorgebbaren positiven Ma vollst

andig

uber
deckt
 wenn nur die Kardinalit

at von U hinreichend gro gew

ahlt ist Das Ma der
einfach

uberdeckten Mengen SU
m
		 einer Folge kontrollierbarer

Uberdeckungen
U
m
streng wachsender Kardinalit

at strebt deshalb gegen das Ma 
n
  
n
	
des W

urfels
 sofern die

Uberdeckungen aus mebaren Mengen bestehen
Satz  Es sei U eine l
n
elementige kontrollierbare

Uberdeckung von  
n
durch
mebare Mengen mit l   Dann gilt f

ur das Lebesguema der zugeh

origen einfach

uberdeckten Menge SU	

SU		 



l
l  

n

  
n
	 
Beweis Es sei U  fU
 
 U

     U
l
n
g Um alle Punkte des W

urfels  
n
we
nigstens einfach zu

uberdecken
 braucht man zun

achst Mengen vom Gesamtma
 
n
	  
n
 Das Ma  
n
n SU		 der Menge aller Punkte
 die mehrfach

uberdeckt sind
 kann also nicht gr

oer sein als die Dierenz zwischen der Summe
l
n
P
i 
U
i
	 der Mae aller

Uberdeckungsmengen und dem Ma 
n
des W

urfels"
 
n
n SU		 
l
n
X
i 
U
i
	  
n

Wegen der Kontrollierbarkeit ist jede Menge U
i
in einem W

urfel enthalten
 dessen
Kantenl

ange kleiner als

l 
ist Es gilt somit U
i
	 


l 

n

 und wir erhalten
 
n
n SU		  l
n


l  

n
 
n


l
l 

n
 

  
n
	 
Daraus folgt
SU		   
n
	  
n
n SU		 



l
l  

n

  
n
	 
 
Satz  besagt da man als Durchschnitt der einfach

uberdeckten Mengen aller nichttrivia
len
 kontrollierbaren

Uberdeckungen einer festen Kardinalit

at ein Gitter auf   	
n
erh

alt Es stellt
sich die Frage ob man mit kontrollierbaren

Uberdeckungen anderer kompakter metrischer R

aume
X  d
 in

ahnlicher Weise Schnittmengen erzeugen kann um zu einem verallgemeinerten Gitter
begri zu gelangen Betrachtet man jedoch beispielsweise als Raum X  d
 eine ndimensionale
abgeschlossene euklidische Kugel mit der euklidischen Metrik dann ist der Schnitt der einfach

uberdeckten Mengen aller n 
elementigen kontrollierbaren

Uberdeckungen leer Eine kanoni
sche Verallgemeinerung des Gitterbegris ist auf diese einfache Weise oenbar nicht zu erhalten
Dagegen erh

alt man f

ur das Cantorsche Diskontinuum

ahnlich wie beim W

urfel kanonische
Schnittmengen Die Frage f

ur welche R

aume bzw mit welchen modizierten Formulierungen ein
Analogon zu Satz  gilt bleibt also von Interesse Antworten darauf m

ussen wir jedoch schuldig
bleiben
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was zu zeigen war  
Wir wollen nun zeigen
 da jede kontrollierbare

Uberdeckung des W

urfels  
n
in kanonischer Weise kontrollierbare

Uberdeckungen auf allen kFacetten von  
n
induziert
Satz  Es seien U eine l
n
elementige kontrollierbare

Uberdeckung des W

urfels
 
n
 l   und F eine abgeschlossene kFacette von  
n
   k  n  Dann
ist
U
F
 fU 
 F " U  U  U 
 F  g
eine kontrollierbare

Uberdeckung des eingeschr

ankten Raumes F d
max
	 von der
Kardinalit

at card U
F
	  l
k

Beweis Im Fall l   liegt die

Uberdeckung U  f 
n
g vor
 und die Aussage
ist trivial Es sei nun l   Wegen der nach Satz  bestehenden kanonischen
Bijektion zwischen U und dem Gitter G
l
n
k

onnen wir
U  fU
j

j

j
n

" j
 
 j

     j
n
	  f      lg
n
g
schreiben
 wobei
gj
 
 j

     j
n
  U
j

j

j
n


Im Sinne einer Induktion beschr

anken wir uns auf den Beweis der Aussage f

ur
k  n  OBdA betrachten wir die W

urfelseite F  fx
 
 x

     x
n
	   
n
"
x
n
 g Oenbar schneiden sich U
j

j

j
n

und F genau im Fall j
n
 # denn
einerseits gilt gj
 
 j

     j
n 
   U
j

j

j
n 
 

 F  Andererseits enth

alt jede
Menge U
j

j

j
n

mit j
n
  einen Gitterpunkt gj
 
 j

     j
n

 dessen nte Koor
dinate wenigstens

l 
ist Da U
j

j

j
n

wegen der Kontrollierbarkeit in einem ach
senparallelen W

urfel liegt
 dessen Kantenl

ange kleiner als

l 
ist
 sind U
j

j

j
n

und F disjunkt Demnach gilt
U
F

	
U
j

j

j
n 
 

 F " j
 
 j

     j
n 
	  f      lg
n 



Es liegt also eine l
n 
elementige

Uberdeckung von F vor Bezeichnen wir die
Entropiezahlen bez

uglich des Raumes F d
max
	 mit 
i
j
F
	
 so erhalten wir

 
j
F

U
j

j

j
n 
 

 F

 
 

U
j

j

j
n 
 



l  
 
l
n 
 
j
F
F 	 
Die

Uberdeckung U
F
von F ist somit kontrollierbar  
Nat

urlich f

uhren kontrollierbare Zerlegungen der Einheit in C 
n
	 und kon
trollierbare Zerlegungen von  
n
in analoger Weise zu kontrollierbaren Zerlegun
gen der Einheit auf den Facetten bzw zu kontrollierbaren Zerlegungen der Facetten
von  
n
 In diesem Sinne wird Satz  Anwendung nden
Schlielich wollen wir noch zwei Hilfss

atze pr

asentieren Die erste Aussage be
zieht sich auf kontrollierbare

Uberdeckungen im eindimensionalen Fall Sie soll
sp

ater beim Beweis einer Optimalit

atsaussage zur Fehlerabsch

atzung aus Satz 
benutzt werden
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Hilfssatz  	 Es sei U eine lelementige kontrollierbare

Uberdeckung des Inter
valls   durch mebare Mengen mit l   Dann gibt es eine Menge U

 U und
zwei Punkte y
 
 y

 U

 die in keiner anderen

Uberdeckungsmenge aus U enthalten
sind so da gilt

jy
 
 y

j  
l  
l  	l  	
und jy
 
 y

j 


f

ur l   	
sowie
y
 
 y

   oder y
 
 y

    	
Beweis Wir nutzen das eindimensionale Gitter G
l
 fg g     glg    
Nach Satz  besitzt die

Uberdeckung U die Darstellung U  fU
 
 U

     U
l
g mit
j 
l 
 gj  U
j
 Wegen der Kontrollierbarkeit von U gilt 
 
U
j
	 
 
l 
 Daraus
folgt U
j
 

j
l 

j
l 

und somit
U
 
 U

     U
h
    und U
h
 U
h
     U
l
    f

ur l  h 
	
bzw
U
 
 U

     U
h 
    und U
h
 U
h
     U
l
    f

ur l  h 
	
Die Menge SU	 der von U einfach

uberdeckten Punkte ist als disjunkte Verei
nigung SU	  S
 
 S

     S
l
darstellbar
 wobei
S
j
 U
j
n U
 
 U

     U
j 
 U
j 
 U
j
     U
l
	  	
Nach Satz  folgt
S
 
	  S

	     S
l
	  S	 


l
l  

  	  
l  
l  

Demnach existiert ein Index j

 f      lg mit
S
j

	  
l  
l  	l  	
und j

 h  oder 	
S
j

	  
l  	
l  	l  	
und j

 h  	
im Fall l  h  bzw
S
j

	  
l  
l  	l  	
und j

 fh h g oder 	
S
j

	  
l  	
l  	l  	
und j

 fh h g 	
f

ur l  h
Zun

achst diskutieren wir den Fall l  h  
 insbesondere l   Falls die
Aussage 	 zutrit
 gibt es Punkte y
 
 y

 S
j

mit jy
 
 y

j  
l
l l 


so da die Behauptung 	 erf

ullt ist Nat

urlich werden y
 
und y

gem

a der
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Denition 	 von S
j

nur durch U
j

und von keiner anderen Menge aus U

uber
deckt Wegen j

 h   und aufgrund von 	 liegt schlielich auch eine der
Inklusionen 	 vor Alternativ ist im Fall l  h  das Zutreen von 	 zu
diskutieren Dabei gilt oenbar
S
h 

  	  
l  
l  	l  	
oder S
h 

  	  
l  
l  	l  	

Demnach nden wir wie bei den

Uberlegungen f

ur j

 h  zwei Punkte y
 
 y


S
h 

   oder y
 
 y

 S
h 

  
 die die Eigenschaften 	 und 	 haben
F

ur l  h erfolgen die Betrachtungen zu 	 und 	 analog unter Aus
nutzung von 	 Damit ist Hilfssatz  bewiesen  
Das folgende Resultat ist eine quantitiative Aussage

uber die lokale Endlichkeit
kontrollierbarer Zerlegungen des W

urfels  
n
 Es wird ebenfalls zum Nachweis
der Optimalit

at einer Fehlerabsch

atzung dienen
Hilfssatz    Es seien Z  fZ
 
 Z

     Z
h
n
g eine kontrollierbare Zerlegung von
 
n
und x y   
n
zwei Punkte mit d
max
x y	 

h
 Dann gibt es einen Jor
danbogen J    
n
von x nach y der h

ochstens 
n 
Mengen aus Z schneidet
Beweis F

ur h   ist die Aussage trivial Im Fall h   benutzen wir
das Gitter G
h
n
   
n
 Die h  	
n
Gitterw

urfel gj
 
 j

     j
n
 
h


h 
i


j
 
 j

     j
n
	  f      h g
n



uberdecken oenbar den W

urfel  
n
 Es gibt
also zwei nicht notwendig verschiedene	 derartige Gitterw

urfel W
x
und W
y
mit
x  W
x
und y  W
y
 Da der Abstand d
max
x y	 

h
kleiner als die Kantenl

ange

h 
der Gitterw

urfel ist
 haben W
x
und W
y
wenigstens einen Eckpunkt g  G
h
n
gemeinsam Wir betrachten den Jordanbogen
J  J
x
 J
y
mit J
x
 xg   W
x
 J
y
 gy   W
y

Falls J
x
und J
y
mehr als einen Punkt gemeinsam haben
 dann ist die so denierte
Menge J kein Jordanbogen von x nach y In diesem Fall liegen x und y im selben
Gitterw

urfel Wir k

onnen deshalb J  J
x
 J
y
 xy  W
x
W
y
setzen	
Wegen der Kontrollierbarkeitseigenschaft ist jede Menge aus Z in einem achsen
parallelen W

urfel enthalten
 dessen Kantenl

ange kleiner als

h 
ist Nach Satz 
werden die Gitterw

urfel W
x
bzw W
y
somit nur von den Zerlegungselementen ge
schnitten
 die einen ihrer 
n
Eckpunkte enthalten Denn alle anderen Mengen aus
Z enthalten einen Gitterpunkt
 der vom betrachteten Gitterw

urfel wenigstens den
Abstand

h 
hat Damit k

onnen wir folgendermaen absch

atzen"
card fZ  Z " Z 
 J  g	 
 card fZ  Z " Z 
 J
x
 g	  card fZ  Z " Z 
 J
y
 g	
 card fZ  Z " Z 
W
x
 g	  card fZ  Z " Z 
W
y
 g	
 
n
 
n
 
n 

Das war zu zeigen  
KAPITEL  W

URFELZERLEGUNGEN UND APPROXIMATION 
  Die Menge cl 

n
  
n

Da alle nichttrivialen kontrollierbaren Zerlegungen der Einheit auf  
n
eine Kar
dinalit

at l
n
mit l   haben
 bestehen die Approximationsklassen 
m
 
n
	

  m  
n

 nur aus den Linearkombinationen der trivialen Zerlegung
	
 

n



also nur aus den konstanten Funktionen In diesem Sinne ist 

n
 
n
	 die er
ste nichttriviale Klasse approximierender Funktionen In diesem Abschnitt soll der

uberraschend groe Abschlu cl 

n
 
n
		 dieser Menge charakterisiert werden
Er besteht oenbar aus den Funktionen f  C 
n
	
 f

ur die bereits die 
n
te Ap
proximationszahl a

n
f	 Null ist Diese Funktionen besitzen folgende geometrische
Beschreibung
 die f

ur den eindimensionalen Fall n   schon in RiSte angegeben
wurde
Satz   F

ur jede Funktion f  C 
n
	 sind folgende Aussagen

aquivalent

i f  cl 

n
 
n
		 also a

n
f	   	
ii F

ur jedes k  f      ng und jede abgeschlossene kFacette F
k
des W

urfels
 
n
nimmt die Einschr

ankung f j
F
k
ihre Extrema in den Ecken von F
k
an

n
min f

F
k

max f

F
k
o
  f

vert

F
k


Beweis Zum Nachweis der Implikation i	ii	 sei eine beliebige Funktion
f  cl 

n
 
n
		 xiert Da 

n
 
n
	 nur Linearkombinationen von l
n
ele
mentigen kontrollierbaren Zerlegungen der Einheit mit l  f g enth

alt
 aber alle
Kombinationen der trivialen Zerlegung
	
 

n


auch mit Hilfe jeder 
n
elementigen
Zerlegung darstellbar sind
 ist f ein gleichm

aiger Limes von Linearkombinationen

n
elementiger kontrollierbarer Zerlegungen der Einheit auf  
n
 Wir betrachten
nun eine Facette F
k
 Nach Satz  ist die Einschr

ankung f j
F
k
ein gleichm

ai
ger Limes von Linearkombinationen 
k
elementiger kontrollierbarer Zerlegungen
der Einheit auf F
k
 Die Facette F
k
ist isometrisch zum Raum

 
k
 d
max


Wir identizieren beide R

aume und betrachten somit f j
F
k
 C

 
k

als
gleichm

aigen Limes einer Folge von Linearkombinationen 
k
elementiger kontrol
lierbarer Zerlegungen der Einheit 
i

 i  
 auf  
k
 Auf F
k
  
k
benut
zen wir das kdimensionale Gitter G

k  vert

F
k

 Nach Satz  schreiben wir

i

n

i
y
" y  vert

F
k

o
mit
y  supp


i
y

n

zvert

F
k
	
nfyg
supp


i
z

 	
Die Funktion f j
F
k
besitzt somit eine Darstellung
f j
F
k
 lim
i

i
mit 
i

X
yvert

F
k
	

i
y

i
y

Die Werte jeder Funktion 
i
sind Konvexkombinationen der Koezienten 
i
y


y  vert

F
k


 wobei aufgrund von 	 alle Koezienten 
i
y
 
i
y	 auch als
KAPITEL  W

URFELZERLEGUNGEN UND APPROXIMATION 
Funktionswerte angenommen werden Somit gilt
min 
i

F
k

 min
yvert

F
k
	

i
y
 min
yvert

F
k
	

i
y	 
Damit erhalten wir
min f

F
k

 min

f j
F
k

F
k

 lim
i
min 
i

F
k

 lim
i
min
yvert

F
k
	

i
y	  min
yvert

F
k
	
f j
F
k
y	  f

vert

F
k


Die Argumentation f

ur max f

F
k

erfolgt analog Damit ist die Implikation
i	ii	 bewiesen
Es sei nun eine Funktion f  C 
n
	 gegeben
 die die Eigenschaft ii	 hat
Zum Nachweis von i	 werden wir zeigen
 da zu jedem vorgegebenen  


 


eine kontrollierbare Zerlegung der Einheit f
y
" y  vert  
n
	g existiert
 so da






f 
X
yvert
n

fy	
y






 n  f 	  	
Da die rechte Seite der Absch

atzung im Limes  	  gegen Null strebt
 gilt
oenbar f  cl 

n
 
n
		
Die Zerlegung der Einheit f
y
" y  vert  
n
	g soll schrittweise auf den
sogenannten kGer

usten G
k

   k  n
 von  
n
eingef

uhrt werden Dies sind
die Vereinigungen G
k

j
k
S
i 
F
k
i
aller kFacetten F
k
i

   i  j
k

 des W

urfels
 
n
 Oenbar gilt
vert  
n
	  G

 G
 
 G

     G
n
  
n

Wir denieren sukzessive Mengen
n

k
y
" y  vert  
n
	
o
stetiger Funktionen auf
G
k

   k  n
 mit folgenden Eigenschaften"
k 
n

k
y
" y  vert  
n
	
o
ist eine Zerlegung der Einheit auf G
k

k supp


k
y

  By  	 
G
k
f

ur alle y  vert  
n
	 
k





f j
G
k

P
yvert
n

fy	
k
y





G
k
 k  f 	 
Dabei ist By   	 die abgeschlossene Kugel im Raum  
n
mit Mittelpunkt
y und Radius   	 Im Fall k   setzen wir 

y
x	  
xy
f

ur x  G

 Die
Aussagen 
  und  sind oensichtlich erf

ullt
Zur Denition der Funktionen auf G
k

 k  
 k

onnen wir nun im Sinne einer
Induktion von einer gegebenen Zerlegung der Einheit
n

k 
y
" y  vert  
n
	
o
auf G
k 
mit den Eigenschaften k
 k und k ausgehen Zun

achst
betrachten wir eine xierte kFacette F
k
i
 Mit F
k
i
 F
k
i

G
k 
bezeichnen wir
den relativen Rand von F
k
i
 Wir denieren eine stetige Funktion  " F
k
i
	  
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By 	supp 	
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


r
z
supp 	
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





































r
y
Abbildung " Mittelpunkt z und Tr

ager von  links	 bzw Kugel By  	 und
Tr

ager von  rechts	 auf der Facette F
k
i
verm

oge
x	 











 f

ur d
max

x F
k
i

  



d
max

x F
k
i

f

ur   d
max

x F
k
i

  
 f

ur   d
max

x F
k
i


Dabei sei d
max

x F
k
i

 inf
n
d
max
x x

	 " x

 F
k
i
o
 Mit f g ist somit
eine Zerlegung der Einheit auf F
k
i
gegeben
 wobei
supp 	 
n
x  F
k
i
" d
max

x F
k
i

 
o
und 	
supp  	 
n
x  F
k
i
"   d
max

x F
k
i
o
	
vgl Abbildung 	 Weiterhin bezeichne  " F
k
i
n fzg 	 F
k
i
die Zentralpro
jektion vom Mittelpunkt z  F
k
i
auf den Rand F
k
i
 F
k
i

G
k 

 also
x	  z 
x z
d
max
x z	
 	
F

ur y  vert  
n
	 und x  F
k
i
denieren wir

y
x	 

x	  
k 
y
x		 f

ur x  z 
 f

ur x  z 
	
Wegen 	 und  
 

ist x	   f

ur alle Punkte x einer Umgebung von z vgl
Abbildung 	 Die Funktion 
y
ist deshalb stetig auf F
k
i
 Da die Funktionen

k 
y

 y  vert  
n
	
 gem

a k   eine Zerlegung der Einheit auf G
k 
bilden
 gilt

y
  f

ur y  vert  
n
	 und
X
yvert
n


y
   	
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F

ur alle Punkte x  F
k
i
gilt x	   und x	  x Damit erhalten wir

y
j
	F
k
i
 
k 
y
j
	F
k
i
 	
Weiterhin gilt f

ur die Tr

ager der Funktionen 
y

 y  vert  
n
	
 die Inklusion
supp 
y
	   By  	 
 F
k
i
 	
Zum Nachweis dieser Eigenschaft stellen wir zun

achst fest
 da f

ur alle Punkte
x  supp 
y
	 sowohl x  z als auch x	  F
k
i

 supp


k 
y

gelten mu Nach
k   folgt daraus
supp 
y
	  
n
x  F
k
i
" x  z x	  F
k
i

 By  	
o
 	
Im Fall y  vert

F
k
i

gilt d
max

y F
k
i

 
 also F
k
i

 By   	   und
deshalb supp 
y
	   Die geforderte Inklusion 	 ist damit trivial Es sei nun
y  vert

F
k
i

 Oenbar gilt z  By  	 F

ur jeden Punkt x  supp 
y
	 folgt
nach 	 auch x	  By   	 Unter Ausnutzung von 	

uberpr

uft man
leicht die Darstellung
x  d
max
x z	x	   d
max
x z		 z 
Somit ist jeder Punkt x  supp 
y
	 als Konvexkombination zweier Punkte z und
x	 aus By  	 selbst ein Element von By  	 Damit ist 	 auch f

ur
y  vert

F
k
i

veriziert
Wir nutzen nun die Eigenschaft ii	 von f aus Danach existieren zwei Eckpunkte
y
 
 y

 vert

F
k
i


 y
 
 y


 so da
fy
 
	  min f

F
k
i

und fy

	  max f

F
k
i

 	
F

ur x  F
k
i
denieren wir nichtnegative Funktionen

 
x	 



fy

fx
fy

fy


 x		  falls fy
 
	  fy

	 
 

 x		  falls fy
 
	  fy

	

 fx	


	
und


x	 



fxfy


fy

fy


 x		  falls fy
 
	  fy

	 
 

 x		  falls fy
 
	  fy

	

 fx	


	
Beide Funktionen sind oenbar stetig auf F
k
i

 und es gilt

j
  f

ur j  f g und 
 
 

    	
Wegen supp 
j
	   supp  	 folgt aus 	 sowohl

j
j
	F
k
i
  	
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als auch
supp 
j
	   B y
j
  	 
 F
k
i
	
f

ur j  f g vgl Abbildung 	
F

ur y  vert  
n
	 setzen wir nun

k
yi









y

 
 
 falls y  y
 


y

 

 falls y  y



y
sonst 
Die Funktionen 
k
yi

 y  vert  
n
	
 sind oensichtlich stetig auf F
k
i
 Aufgrund
von 	 und 	 gilt

k
yi
  f

ur y  vert  
n
	 und
X
yvert
n


k
yi
   	
Die Tr

ager erf

ullen wegen 	 und 	 die Inklusion
supp


k
yi

  By  	 
 F
k
i
 	
und die Gleichungen 	 und 	 implizieren

k
yi
j
	F
k
i
 
k 
y
j
	F
k
i
 	
Weiterhin gilt auf F
k
i
die Absch

atzung





f j
F
k
i

P
yvert
n

fy	
k
yi





F
k
i
 k  f 	  	
Zum Nachweis dieser Ungleichung xieren wir einen Punkt x  F
k
i
 F

ur die fol
gende Rechnung benutzen wir die Formeln 	
 	
 	 und k  "
 
 
 
 
 
f j
F
k
i
x	
P
yvert
n

fy	
k
yi
x	
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 

x	 fx	 
P
yvert
n

fy	
y
x	





 x	

fx	

fy
 
	 
 
x	  fy

	 

x	


 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
x	

fx	
P
yvert
n

fy	
k 
y
x		





 x	

fx	

 x	

fx	

 
 
 
 
 
 x	
 
 
 
 
 
fx	
P
yvert
n

fy	
k 
y
x		
 
 
 
 
 
 x	

 
 
fx	 fx		
 
 

 
 
 
 
 
fx		 
P
yvert
n

fy	
k 
y
x		
 
 
 
 
 

 x	

f d
max
x x			  k  	f 	

 	
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Wir nehmen nun zun

achst x  supp 	 an Wegen 	 folgt in diesem Fall
d
max
x z	  kx zk
max
    
 wobei wir die Metrik d
max
 	 mit Hilfe der
zugeh

origen Maximumnorm k  k
max
ausdr

ucken Unter Ausnutzung von 	
erhalten wir die Absch

atzung
d
max
x x		 




x

z 
x z
kx zk
max





max

 
 
 
kx zk
max
 
 
 
 
  
so da wir wegen f d
max
x x			  f 	 und x	   die Ungleichung
	 zu
 
 
 
 
 
f j
F
k
i
x	
P
yvert
n

fy	
k
yi
x	
 
 
 
 
 
 k  f 	 	
fortsetzen k

onnen F

ur x  supp 	
 also x	  
 folgt 	 trivial aus 	
Somit gilt Formel 	 f

ur alle x  F
k
i

 und die Absch

atzung 	 ist bewiesen
Die gesuchten stetigen Funktionen 
k
y

 y  vert  
n
	
 auf dem kGer

ust
G
k

j
k
S
i 
F
k
i
k

onnen wir nun aus den auf den einzelnen kFacetten denierten
Funktionen 
k
yi
gem

a

k
y
x	  
k
yi
x	 f

ur x  F
k
i
zusammensetzen Da sich verschiedene kFacetten F
k
i
nur in Punkten ihrer rela
tiven R

ander F
k
i
schneiden
 ist 
k
y
aufgrund von 	 wohldeniert Wegen
	 ist
n

k
y
" y  vert  
n
	
o
eine Zerlegung der Einheit# es gilt also k
Die Eigenschaften k und k ergeben sich schlielich direkt aus 	 bzw
	 Damit ist die Existenz von Funktionensystemen
n

k
y
" y  vert  
n
	
o


  k  n
 mit den Eigenschaften k
 k und k gezeigt
F

ur k  n haben wir eine Zerlegung der Einheit
n

n
y
" y  vert  
n
	
o
auf
G
n
  
n
erhalten Nach n sind die Tr

ager der 
n
Funktionen jeweils in einem
achsenparallelen W

urfel der Kantenl

ange   also einer Kugel vom Radius 



enthalten Deshalb gilt

 

supp


n
y

   

n
 
 
n
	 f

ur y  vert  
n
	 
Es liegt somit eine kontrollierbare Zerlegung der Einheit vor Wegen n ist f

ur
n

n
y
" y  vert  
n
	
o
auch die Ungleichung 	 erf

ullt Die Existenz einer
derartigen kontrollierbaren Zerlegung der Einheit war zum Beweis der Implikation
ii	i	 zu zeigen Damit ist Satz  vollst

andig bewiesen  
Wir wollen hier anmerken
 da man Satz 
 der eigentlich approximations
theoretisch motiviert ist
 umgekehrt auch als Charakterisierung einer Funktionen
klasse verstehen kann
 die verm

oge der Eigenschaft ii	 eng mit der polyedrischen
Struktur des W

urfels  
n
verbunden ist Dem geometrisch interessierten Leser
wird diese Interpretation n

aherliegen
F

ur die eingangs vorgestellte Approximationstheorie ist Satz  von eher ne
gativer Bedeutung Tats

achlich wird dadurch die Fehlerabsch

atzung aus Satz 
KAPITEL  W

URFELZERLEGUNGEN UND APPROXIMATION 
stark relativiert So ist beispielsweise im eindimensionalen Fall die zweite Appro
ximationszahl a

f	 einer Funktion f  C  schon dann Null
 wenn diese ihre
Extrema in den Endpunkten  und  des Intervalls   annimmt Diese Eigenschaft
wird insbesondere von allen monotonen Funktionen erf

ullt Andererseits kann der
Stetigkeitsmodul solcher Funktionen beliebig

schlecht sein
 so da Satz  nur
sehr groe obere Schranken sowohl f

ur a

f	 als auch f

ur die folgenden Approxima
tionszahlen a
m
f	
 m  
 von f liefert
Ein analoges Ph

anomen tritt jedoch auch bei der klassischen Polynomapproxi
mation von stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall auf Auch dort gibt
es Funktionen  n

amlich die Polynome  f

ur die die Folge der Approximationsgr

oen
ab einer gewissen Stelle nur noch Nullen enth

alt
 obwohl ihr Stetigkeitsmodul sehr
gro sein kann Die Optimalit

atsaussage des n

achsten Abschnittes wird belegen

da Satz  durchaus mit der entsprechenden klassischen JacksonAbsch

atzung f

ur
die Polynomapproximation vergleichbar ist
Es sei weiterhin angemerkt
 da die Klasse cl 

n
 
n
		 hinsichtlich ihrer
Struktur eine Ausnahmerolle spielt Wir verdeutlichen uns dies f

ur den eindimen
sionalen Fall n  " Die Klasse 

 	 besteht oenbar aus allen Linearkombina
tionen zweielementiger kontrollierbarer Zerlegungen der Einheit f
 
 

g von  
Die Kontrollierbarkeitsbedingung 
 
supp 
i
		  
 i  f g
 besagt hier ledig
lich
 da die beiden Tr

ager jeweils in einem Intervall enthalten sind
 dessen L

ange
kleiner als  ist Damit k

onnen sich die beiden Tr

ager fast vollst

andig

uberlappen

und der von den Tr

agern einfach

uberdeckte Teil Sfsupp 
 
	  supp 

	g	 vgl
Satz 	 kann beliebig klein werden Dagegen liefert Satz  f

ur jede kontrollier
bare Zerlegung der Einheit f
i
"   i  lg einer Kardinalit

at l   eine echt
positive untere Schranke f

ur Sfsupp 
i
	 "   i  lg		 Weil sich die Menge
Sfsupp 
i
	 "   i  lg	 aber aus den Teilen von   zusammensetzt
 in denen
jeweils eine der Funktionen 
i
den Wert Eins annimmt
 w

ahrend die anderen ver
schwinden
 besitzt jede Linearkombination
l
P
i 

i

i
auf dieser Menge nur die Werte

i

   i  l Da das Ma der Mengen Sfsupp 
i
	 "   i  lg	 f

ur wachsendes
l gegen das Ma  	   strebt
 bekommen die zugeh

origen Linearkombina
tionen sogar mehr und mehr den Charakter von Treppenfunktionen F

ur h

ohere
Dimensionen n erhalten wir unter Ausnutzung von Satz 

ahnliche Aussagen

uber
die Ausnahmestellung von cl 

n
 
n
		
  Optimalit

at der Jackson	Absch

atzung
Obwohl die Menge der Funktionen f  C 
n
	 mit a

n
f	   nach den obigen

Uberlegungen sehr gro und die Absch

atzung aus Satz  f

ur diese Funktionen
praktisch irrelevant ist
 werden wir nun zeigen
 da Satz  dennoch seine Berech
tigung hat Dazu soll f

ur eine Beispielfunktion f
 
 C 
n
	 die Beziehung
lim
m
a
m
f
 
	
f
 
 
m
 
n
		
 
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bewiesen werden Diese Aussage zeigt sogar die Optimalit

at von Satz  in fol
gendem Sinne" Die Konstante c   in der zur Diskussion stehenden Jackson
Absch

atzung a
m
f	  c f 
m
 
n
		 kann durch keine Konstante c

  ersetzt
werden
 wenn die Fehlerabsch

atzung universell f

ur alle f  C 
n
	 und f

ur alle 
oder auch nur f

ur unendlich viele  nat

urliche Zahlen m g

ultig bleiben soll Zur
Vorbereitung wollen wir zun

achst eine Hilfsaussage f

ur den eindimensionalen Fall
verizieren
Hilfssatz   Es sei  
l
P
i 

i

i
eine Linearkombination einer kontrollierbaren
Zerlegung der Einheit f
 
 

     
l
g auf dem Intervall   Dann gilt f

ur die
Funktion f

x	  j xj auf  

kf

 k 


f

ur l  f g  	
kf

 k 


f

ur l    	
kf

 k 
l  
l  	l  	
f

ur l         	
Beweis F

ur l   gilt   
 

 und die Aussage ist trivial
Im Fall l   wenden wir auf die

Uberdeckung fsupp 
 
	  supp 

	g Satz 
an und erhalten oBdA
  supp 
 
	 n supp 

	 und   supp 

	 n supp 
 
	 
Wegen 
 
 

  folgt 
 
	  

	   sowie 
 
	  

	   und somit
	  
 
und 	  


Zum indirekten Nachweis von 	 gehen wir von der Annahme kf

k 
 

aus
Dementsprechend gilt


 jf

	 	j  j 
 
j  also 
 








 und


 jf

	 	j  j 

j  also 










Da 
 

 
	  



	 eine Konvexkombination der Koezienten 
 
und 

ist

erhalten wir


 jf

	 	j  j
 

 
	  



	j 








Dieser Widerspruch belegt die G

ultigkeit von 	
Nach der Diskussion der Sonderf

alle l   und l   k

onnen wir nun f

ur l  
den Hilfssatz  auf die kontrollierbare

Uberdeckung fsupp 
i
	 "   i  lg
anwenden Danach existieren ein Index i

und Punkte y
 
 y


 die die Bedingungen
	 und 	 erf

ullen
 wobei
y
 
 y

 supp 
i

	 und y
 
 y

 supp 
i
	 f

ur i  i


KAPITEL  W

URFELZERLEGUNGEN UND APPROXIMATION 
Somit gilt 
i
y
 
	  
i
y

	  
ii

f

ur   i  l Damit erhalten wir
y
 
	  y

	  
i


Andererseits gilt aufgrund von Aussage 	
 da
jf

y
 
	 f

y

	j  jy
 
 y

j 
Folglich k

onnen wir absch

atzen
kf

 k  maxfjf

y
 
	 y
 
	j jf

y

	 y

	jg
 maxfjf

y
 
	 
i

j jf

y

	 
i

jg



jf

y
 
	 f

y

	j 


jy
 
 y

j 
Die Behauptungen 	 und 	 ergeben sich nun als einfache Folgerungen aus
	  
Nun kommen wir zur angek

undigten Aussage

uber die Optimalit

at der Jackson
Absch

atzung aus Satz 
Satz   Es sei f
 
 C 
n
	 die Funktion f
 
x
 
 x

     x
n
	  j  x
 
j Dann
gilt
lim
m
a
m
f
 
	
f
 
 
m
 
n
		
  
Genauer ist f

ur m  f     g die Absch

atzung
a
m
f
 
	  cm	  f
 
 
m
 
n
		
mit
cm	 











 

f

ur m  f      
n
 g 
 f

ur m  f
n
 
n
      
n
 g 


f

ur m  f
n
 
n
      
n
 g 
l l
l l
f

ur m  fl
n
 l
n
      l  	
n
 g l   
erf

ullt
Beweis Wir k

onnen uns auf den Nachweis der angegebenen unteren Absch

atzun
gen beschr

anken
 da daraus mit Hilfe von Satz  die obige Limesbeziehung folgt
Oensichtlich gilt f
 
 	   f

ur      Wir xieren eine nat

urliche Zahl
m  f     g Gem

a 	 erhalten wir

m
 
n
	 

l
f

ur m  fl
n
 l
n
      l  	
n
 g
und somit
f
 
 
m
 
n
		 

l

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Zum Beweis von Satz  gen

ugt also der Nachweis von
a
m
f
 
	 









 

f

ur l   
 

f

ur l   
 

f

ur l   
l
l l
f

ur l   
	
Wir betrachten eine beliebige Funktion   
m
 
n
	
 die zur Bestimmung
des Inmums a
m
f
 
	 zugelassen ist  ist also eine Linearkombination einer kontrol
lierbaren Zerlegung der Einheit f
 
 

     
k
g von  
n
mit einer Kardinalit

at
k  m Da solche Zerlegungen der Einheit nur f

ur Kardinalit

aten h
n
existieren
 gilt
k  h
n
mit   h  l  	
Auf die Zerlegung der Einheit f
i
"   i  h
n
g wenden wir Satz  bez

uglich
der Facette F    fg
n 
sinngem

a an Danach gibt es genau h Zerlegungs
funktionen 
 
 

     
h

 deren Tr

ager einen nichtleeren Schnitt mit F haben Die
Einschr

ankungen dieser Funktionen auf F bilden eine helementige kontrollierbare
Zerlegung der Einheit f
i
j
F
"   i  hg auf F  Oenbar ist j
F
eine Linearkom
bination dieser Zerlegung
Die Kante F ist isometrisch zum Intervall  
 so da Hilfssatz  auf j
F
und die Funktion f
 
j
F
 CF 	 mit f
 
j
F
x       	  j xj angewandt werden
kann Demnach gilt auf F die Normabsch

atzung


f
 
j
F
 j
F


F







 

f

ur h  f g 
 

f

ur h   
h
h h
f

ur h        
Unter Ber

ucksichtigung der Einschr

ankung 	 f

ur h und unter Ausnutzung der
Ungleichung kf
 
 k 


f
 
j
F
 j
F


F
erhalten wir
kf
 
 k 







 

f

ur l  f g 
 

f

ur l   
l
l l
f

ur l       
f

ur alle Funktionen   
m
 
n
	 Durch Inmumsbildung gelangen wir schlielich
zur gesuchten Absch

atzung 	  
Satz  versch

arft eine Aussage aus RiSte Dort wurde f

ur den eindimensio
nalen Fall n   die inverse Absch

atzung
a
m
f
 
	 


f
 
 
m
 		
bewiesen
Unsere

Uberlegungen werten die JacksonAbsch

atzung des Satzes  und damit
die eingangs eingef

uhrte Approximationstheorie auf Die Optimalit

at im Sinne von
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Satz  wurde jedoch nur f

ur die spezielle Funktion f
 
nachgewiesen Im folgen
den Abschnitt wollen wir eine modizierte Approximationstheorie vorstellen
 die
einerseits eine Fehlerabsch

atzung wie in Satz 
 aber andererseits auch eine f

ur
alle stetigen Funktionen universelle inverse Ungleichung liefert
 Approximation durch kontrollierbare Trep
penfunktionen
  Einf

uhrung
Wir betrachten zun

achst wieder einen allgemeinen kompakten metrischen Raum
X d	 Im Gegensatz zur Approximation mittels kontrollierbarer Zerlegungen der
Einheit
 bei der stetige Funktionen f  CX	 durch stetige Funktionen aus den
Klassen 
m
X	 angen

ahert werden
 stellen wir nun eine in RiSte eingef

uhrte
Theorie vor
 die sich im Banachraum MX	 aller beschr

ankten reellen Funktionen
auf X abspielt Der Raum MX	 ist mit der Norm kfk  sup
xX
jfx	j versehen
 so
da CX	 einen abgeschlossenen Teilraum bildet
Zur Approximation von Funktionen f MX	
 insbesondere auch stetiger Funk
tionen f  CX	
 benutzen wir sogenannte kontrollierbare Treppenfunktionen auf
X  Dies sind Linearkombinationen
! 
k
X
i 

i
 
Z
i
von Indikatorfunktionen von kontrollierbaren Zerlegungen fZ
 
 Z

     Z
k
g des
Raumes X 

Ahnlich wie bisher
 wo die Tr

ager der Funktionen aus kontrollierbaren
Zerlegungen der Einheit die Uniformit

atsbedingung gem

a Denition  erf

ullen
muten
 fordern wir nun die entsprechende Eigenschaft von den

Treppenstufen Z
i


  i  k
Wir denieren folgende Funktionenklassen
!

m
X	"
!

m
X	 

k
P
i 

i
 
Z
i
" 
i
 IR fZ
 
 Z

     Z
k
g ist eine kon
trollierbare Zerlegung von X mit k  m


Das so erhaltene Schema
!

 
X	  
!


X	  
!


X	        MX	 f

uhrt in
naheliegender Weise zu den Approximationszahlen
!a
m
f	  inf
n
kf  !k " ! 
!

m
X	
o
f

ur alle Funktionen f MX	 In Analogie zu Satz  erhalten wir eine quantitative
Fehlerabsch

atzung vom Jacksonschen Typ mit Hilfe des Stetigkeitsmoduls
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Satz   Ist X d	 ein kompakter metrischer Raum so gilt f

ur alle Funktionen
f MX	 und alle nat

urlichen Zahlen m   die Absch

atzung
!a
m
f	  f 
m
X		 
Beweis Da die Folge der Entropiezahlen von X monoton f

allt
 gibt es eine ein
deutig bestimmte nat

urliche Zahl k  f     mg
 so da

k
X	  
m
X	
und
k   oder 
k
X	  
k 
X	 
Der kompakte Raum X besitzt eine

Uberdeckung fBx
i
 
k
X		 "   i  kg aus k
abgeschlossenen Kugeln vom Radius 
k
X	 Wir denieren Z
 
 Bx
 
 
k
X		 und
induktiv Z
i
 Bx
i
 
k
X		 n
i 
S
j 
Z
j
f

ur   i  k und erhalten so eine Zerlegung
Z  fZ
 
 Z

     Z
k
g von X  Im Fall k   ist Z trivialerweise kontrollierbar F

ur
k   folgt die Kontrollierbarkeit gem

a

 
Z
i
	  
 
Bx
i
 
k
X			  
k
X	  
k 
X	
f

ur   i  k Demnach geh

ort die Treppenfunktion
! 
k
X
i 
fx
i
	 
Z
i
	
zur Klasse
!

m
X	 F

ur jeden Punkt x  X gibt es einen eindeutig bestimmten
Index i

 f      kg
 so da x in Z
i

liegt
 also x  Z
i

  Bx
i

 
k
X		 Deshalb
gilt
jfx	 !x	j  jfx	fx
i

	j  f dx x
i

		  f 
k
X		  f 
m
X		 
Daraus folgt schlielich kf  !k  f 
m
X		 und
!a
m
f	  kf  !k  f 
m
X		 
was zu zeigen war  
F

ur die Approximation stetiger Funktionen
 den Schwerpunkt unserer Betrach
tungen
 besagt die Fehlerabsch

atzung
 da jede Funktion f  CX	 beliebig gut
durch kontrollierbare Treppenfunktionen angen

ahert werden kann F

ur unstetige
Funktionen f  MX	 n CX	 gilt dagegen die Aussage lim

f 	   nicht
 so
da Satz  hier weniger wertvoll ist In der Tat zeigen Beispiele
 da die Vereini
gung

S
m 
!

m
X	 der Approximationsklassen ia nicht dicht in MX	 liegt
Formel 	 aus dem Beweis von Satz  zeigt insbesondere
 da der Zusam
menhang zwischen f MX	 und der benutzten Approximationsfunktion ! linear
KAPITEL  W

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ist Es gibt also einen linearen stetigen Operator A
m
"MX		MX	 mit Werten
in
!

m
X	
 wobei
!a
m
f	  kf A
m
fk  f 
m
X		 
Die angegebene Fehlerabsch

atzung ist also in diesem sehr konstruktiven Sinne er
reichbar
 Eine inverse Absch

atzung
Wir betrachten nun wieder den Raum X d	   
n
 d
max
	 genauer Bei der Ap
proximation durch Treppenfunktionen wollen wir folgende Hilfsaussage anwenden

die sich leicht aus dem Zwischenwertsatz f

ur stetige Funktionen ergibt
Hilfssatz   Sind J ein Jordanbogen f eine stetige Funktion auf J und ! eine
Treppenfunktion auf J  die h

ochstens l Werte annimmt so gilt
kf  !k 

l

max fJ	min fJ	

  
Im Gegensatz zur Approximation mittels kontrollierbarer Zerlegungen der Einheit
erlaubt die Approximation durch Treppenfunktionen eine wegen ihrer Universalit

at
bedeutend sch

arfere inverse Aussage zu Satz  vgl Ri	
Satz   F

ur alle stetigen Funktionen f  C 
n
	 und alle nat

urlichen Zahlen
m   gilt
!a
m
f	  
n
 f 
m
 
n
		 
Beweis Es seien f und m xiert Wegen der Stetigkeit von f gibt es zwei Punkte
x y   
n

 so da
f 
m
 
n
		  jfx	 fy	j und d
max
x y	  
m
 
n
	 
Nach 	 gilt

m
 
n
	 

l
mit m  fl
n
 l
n
      l  	
n
 g 
Wir betrachten nun eine beliebige kontrollierbare Treppenfunktion ! 
!

m
 
n
	
Diese besitzt eine Darstellung ! 
h
n
P
i 

i
 
Z
i
mit einer kontrollierbaren Zerlegung
Z  fZ
 
 Z

     Z
h
n
g
 wobei wegen der Einschr

ankung h
n
 m die Ungleichung
h  l gelten mu Wir k

onnen Hilfssatz  auf die Zerlegung Z und die Punkte
x y   
n
anwenden
 denn es gilt d
max
x y	  
m
 
n
	 
 
l


h
 Demnach
existiert ein Jordanbogen J    
n
von x nach y
 auf dem die Funktion ! h

ochstens

n 
Werte annimmt Hilfssatz  erlaubt nun die Absch

atzung


f  !





f j
J
 !j
J


J


  
n 

max fJ	min fJ	

 
n

 
 
fx	 fy	
 
 
 
n
 f 
m
 
n
		 
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Durch

Ubergang zum Inmum

uber alle Funktionen ! 
!

m
 
n
	 erhalten wir
schlielich
!a
m
f	  
n
 f 
m
 
n
		 
Damit ist Satz  bewiesen  
Aus Satz  ergibt sich
 da durch die Folge !a
m
f		

m 
der Approxima
tionszahlen einer stetigen Funktion f  C 
n
	 das asymptotische Verhalten der
Zahlen f 
m
 
n
		
 m  
 und damit die komplette Asymptotik des Stetig
keitsmoduls f 	 f

ur  	  charakterisiert ist In diesem Sinne ist das neue
Approximationsschema dem vorher betrachteten weit

uberlegen Der Preis f

ur die
sen Vorteil besteht jedoch darin
 da wir uns der Hilfe von Funktionen aus dem
gr

oeren Raum MX	 bedienen m

ussen
In Ri wird eine zu Satz  analoge inverse Absch

atzung f

ur eine gr

oere
Klasse kompakter metrischer R

aume  n

amlich f

ur spezielle R

aume sogenannter
endlicher konvexer Deformation  bewiesen F

ur den W

urfel  
n
 d
max
	 bedeutet
die dortige Aussage
!a
m
f	 

  
n
f 
m
 
n
		 
Durch Ausnutzung der speziellen geometrischen Struktur des W

urfels konnten wir
die Konstante
 
		
n
aus dieser allgemeineren Absch

atzung zu
 
	
n
im Satz  ver
bessern
Eine zweite Optimalit

atsaussage zu Satz 

ahnelt in ihrer Struktur stark dem
Satz  Anhand einer Beipielfunktion zeigen wir
 da die Fehlerabsch

atzung aus
Satz  nicht weiter verbessert werden kann vgl Ri	
Satz   Es sei f

 C 
n
	 die Funktion f

x
 
 x

     x
n
	  x
 
 Dann gilt
f

ur jede nat

urliche Zahl m   die Gleichung
!a
m
f

	  f

 
m
 
n
		 
Beweis Zu xiertem m w

ahlen wir die eindeutig bestimmte nat

urliche Zahl l  
mit l
n
 m  l  	
n
 Mit Hilfe von 	 erhalten wir damit
f

 
m
 
n
		  

f



l



l

Wir betrachten nun eine beliebige Treppenfunktion ! 
!

m
 
n
	 Da der W

ur
fel  
n
nur kontrollierbare Zerlegungen der Kardinalit

aten 
n
 
n
 
n
    zul

at

gibt es eine Zahl j  f      lg und eine j
n
elementige kontrollierbare Zerlegung
Z  fZ
i
"   i  j
n
g von  
n

 so da ! 
j
n
P
i 

i
 
Z
i
 Die Einschr

ankung
!j
F
auf die eindimensionale Facette F     fg
n 
ist nach Satz  eine
Treppenfunktion auf einer jelementigen kontrollierbaren Zerlegung von F  Deshalb
kann !j
F
h

ochstens j  l verschiedene Werte annehmen Unter Anwendung des
Hilfssatzes  auf den Jordanbogen F erhalten wir


f

 !





f

j
F
 !j
F


F


l

max f

F 	min f

F 	

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
l

 



l
 f

 
m
 
n
		 
Durch Inmumsbildung

uber alle Funktionen ! 
!

m
 
n
	 folgt schlielich
!a
m
f

	  f

 
m
 
n
		 
Mit der dazu inversen Absch

atzung aus Satz  erhalten wir die zu verizierende
Gleichheit  
 Ketten kontrollierbarer Zerlegungen des W

urfels
Zum Abschlu wollen wir die Frage diskutieren
 ob eine gegebene Zerlegung Z des
W

urfels  
n
zu einer kontrollierbaren Zerlegung
 
Z verfeinert werden kann vgl
Ri	 Ist beispielsweise eine Treppenfunktion  auf der Zerlegung Z deniert

wobei Z nicht notwendig kontrollierbar sein soll
 und besitzt Z eine kontrollierbare
Verfeinerung
 
Z 
 dann ist  nat

urlich auch eine Treppenfunktion auf
 
Z und somit
eine kontrollierbare Treppenfunktion In diesem Sinne stellt sich die Frage nach der
Existenz einer kontrollierbaren Verfeinerung zu einer vorgegebenen Zerlegung
 wenn
man die Kontrollierbarkeit einer gegebenen Treppenfunktion

uberpr

ufen will
Wir sprechen von einer Kette Z
m
	

m 
von Zerlegungen
 wenn jede Zerlegung
Z
m 
eine echte Verfeinerung von Z
m
darstellt F

ur uns sind Ketten kontrollierba
rer Zerlegungen von besonderem Interesse Ist Z
m
	

m 
eine solche Kette auf einem
kompakten metrischen Raum X 
 und bezeichnet %
m
die Menge aller Treppenfunk
tionen auf Z
m

 dann ist ein Approximationsschema
%
 
 %

 %

     MX	
aus R

aumen der Dimensionen dim%
m
	  card Z
m
	  k
m
gegeben Wegen der
Kontrollierbarkeit gilt 
 
Z	  
k
m
 
X	 f

ur alle Z  Z
m


Ahnlich wie im Beweis
von Satz  kann man f

ur jede Funktion f MX	 durch Angabe einer geeigneten
Funktion aus %
m
zeigen
 da
inffkf  k "   %
m
g  f 
k
m
 
X		 
Das zur Kette Z
m
	

m 
geh

orige Approximationsschema erlaubt also eine sinnvolle
Fehlerabsch

atzung Insbesondere kann jede stetige Funktion f  CX	 beliebig gut
durch Funktionen aus

S
m 
%
m
angen

ahert werden Dieses Vorgehen ist f

ur jede
beliebige Kette kontrollierbarer Zerlegungen m

oglich
Die Frage nach der Existenz von kontrollierbaren Verfeinerungen vorgegebener
Zerlegungen ist oenbar eng mit der Frage nach der Existenz von Ketten kontrollier
barer Zerlegungen bzw der zugeh

origen Approximationsschemata verbunden Als
einf

uhrendes Beispiel betrachten wir die durch sukzessive Seitenhalbierung erzeugte
Kette Z
m
	

m 
auf dem W

urfel  
n
 d
max
	 mit
Z
m

	
I
m
h

 I
m
h

    I
m
h
n
" h
 
 h

     h
n
	  f      
m
g
n
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und
I
m
h




h
h 

m

h

m

f

ur h        
m
 
h

m
 

m

	
m

m
i
f

ur h  
m

Die mte Zerlegung Z
m
besteht oenbar aus 
m
	
n
W

urfeln der Kantenl

ange


m

Es gilt also

 
Z	 


m



m
 
 

m

n
 
 
n
	 f

ur alle Z  Z
m

Somit liegt eine Kette kontrollierbarer Zerlegungen vor
Wir wollen nun eine Klasse von W

urfelzerlegungen charakterisieren
 die alle
eine kontrollierbare Verfeinerung besitzen und durch sukzessives Verfeinern sogar
zu Ketten kontrollierbarer Zerlegungen Anla geben Sind I
 
 I

     I
n
    nicht
notwendig abgeschlossene Intervalle positiver L

ange
 dann nennen wir die Menge
Q  I
 
 I

    I
n
   
n
einen Quader Das Intervall I
k
wird als die kte Kante von Q bezeichnet Die hier
betrachteten Quader liegen also immer achsenparallel
 sind aber nicht notwendig
abgeschlossen Beispiele sind die W

urfel aus den Zerlegungen der eben betrachte
ten Kette Z
m
	

m 
 Die erste Entropiezahl des Quaders Q berechnet sich oenbar
gem

a

 
Q	 


max
k n
I
k
	 
wobei  f

ur das eindimensionale Lebesguema steht
Satz   Es sei Z  fQ
 
 Q

     Q
m
g eine Zerlegung des W

urfels  
n
in m
Quader Q
i
 Dann gibt es eine kontrollierbare echte Verfeinerung
 
Z von Z die
ebenfalls nur aus Quadern besteht
Zum Beweis dieser Aussage m

ussen wir auf ein Lemma

uber die simultane Appro
ximierbarkeit reeller Zahlen zur

uckgreifen
Lemma 	 Ca S   Zu je m

vorgegebenen reellen Zahlen 
 
 

     
m

existieren stets unendlich viele nat

urliche Zahlen l  IN  so da
l

m

max
	
minfjl
h
 zj " z  ZZg " h       m



    
Beweis von Satz   Jeder Quader Q
i

   i  m
 besitzt eine Darstellung
Q
i
 I
i
 
 I
i

    I
i
n

Mit x
i
k 
und x
i
k
bezeichnen wir den linken bzw den rechten Endpunkt der kten
Kante I
i
k
von Q
i
 Dann gilt oenbar


I
i
k

 x
i
k
 x
i
k 
 	
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Abbildung " Verfeinerung von Z
Die kleinste L

ange aller Kanten aller Quader aus Z sei
y  min
	


I
i
k

" i  f     mg k  f      ng


   	
Es sei M 
n
 

x
i
kj
" i  f     mg k  f      ng j  f g
o
 Wir setzen
m

 card M	 und schreiben M  f
 
 

     
m

g Nach Lemma  gibt es
eine nat

urliche Zahl l mit
l 


y

m

	
und
l

m

max
	
minfjl
h
 zj " z  ZZg " h       m



  
Die letzte Ungleichung ist

aquivalent zu
min

 
 
 
 

h

z
l
 
 
 
 
" z  ZZ



l  l

m

f

ur h       m

und unter Ber

ucksichtigung der Denition von M  f
 
 

     
m

g auch zu
min

 
 
 
 
x
i
kj

z
l
 
 
 
 
" z  ZZ



l  l

m

	
f

ur i  f     mg
 k  f      ng und j  f g
Weiterhin denieren wir
l
i
k
 card

I
i
k




l


l


l
     

l
 

l
 

l

	
f

ur i  f     mg und k  f      ng Wegen y     und 	 gilt l 

y
und folglich y 

l
 Aufgrund von 	 erhalten wir 

I
i
k



l
und damit l
i
k
 
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f

ur alle i  f     mg und k  f      ng Wir zerlegen nun jeden Quader Q
i
in l
i
 
l
i

   l
i
n
Teilquader mit den Kantenl

angen



I
i

	
l
i

erste Kante
 parallel zu I
i
 
	




I
i

	
l
i

zweite Kante
 parallel zu I
i

	





I
i
n
	
l
i
n
nte Kante
 parallel zu I
i
n
	


ahnlich wie
bei der oben konstruierten Kette kontrollierbarer Zerlegungen des W

urfels Dabei
bestehen gewisse Freiheiten bei der Wahl von oenen
 halboenen bzw abgeschlos
senen Kanten	 Abbildung  illustriert das Vorgehen an einem Beispiel mit n  

m   und l   Auerdem ist das Gitter
	
 
l


l


l
     
 
l


n
dargestellt
Mit
 
Z bezeichnen wir die Menge aller Teilquader
 die durch die Zerlegungen der
Quader Q
i
 Z 
   i  m
 entstehen Da jede Menge Q
i
in l
i
 
l
i

   l
i
n
 
n
 
Teile zerlegt wird
 ist
 
Z eine echte Verfeinerung von Z  Weiterhin gilt
card

 
Z


m
X
i 
l
i
 
l
i

   l
i
n

m
X
i 
card

I
i
 


	
 
l


l
     
 
l


     card

I
i
n


	
 
l


l
     
 
l



m
X
i 
card

I
i
 


	
 
l


l
     
 
l


   

I
i
n


	
 
l


l
     
 
l



m
X
i 
card

I
i
 
 I
i

    I
i
n



	
 
l


l
     
 
l


n


m
X
i 
card

Q
i


	
 
l


l
     
 
l


n

 card

Q
 
Q

    Q
m



	
 
l


l
     
 
l


n

 card

 
n


	
 
l


l
     
 
l


n

 card
	
 
l


l
     
 
l


n

 l
n
 	
Zum Nachweis der Kontrollierbarkeit von
 
Z verizieren wir zun

achst die Un
gleichung

l

m

 

I
i
k

  f

ur alle i  f     mg k  f      ng  	
Oenbar ergeben sich aus 	 und 	 die Absch

atzungen l 





I
i
k
	

m



l

m






I
i
k
	
und somit 	
Wir betrachten nun einen beliebigen Quader
 
Q 
 
Z  Nach Konstruktion von
 
Z
gibt es einen Index i  f     mg
 so da
 
Q   Q
i
 Die Kantenl

angen von
 
Q sind
deshalb



I
i
k
	
l
i
k
k        n	
 und die erste Entropiezahl von
 
Q betr

agt

 

 
Q




max
k n


I
i
k

l
i
k
 	
Es sei nun k  f      ng xiert Nach 	 existiert ein j

 f      l  g
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mit
I
i
k




l


l
     

l



j

 	 
l

j

 	 
l
    


j

 l
i
k

 
l


F

ur die Endpunkte x
i
k 
und x
i
k
von I
i
k
bedeutet dies"
x
i
k 


j

 	 
l


l

j

 	 
l



j

 
l

j

 
l


folglich
min

 
 
 
 
x
i
k 

z
l
 
 
 
 
" z  ZZ


 
 
 
 
x
i
k 

j

l
 
 
 
 
und nach 	
x
i
k 

j

l


l  l

m

bzw analog
x
i
k

!


j

 l
i
k

 
l



j

 l
i
k

 
l


l
"

!


j

 l
i
k

 
l



j

 l
i
k

 
l
"

somit
min

 
 
 
 
x
i
k

z
l
 
 
 
 
" z  ZZ


 
 
 
 
 
x
i
k
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
j

 l
i
k

l
 
 
 
 
 
und mit 	
x
i
k



j

 l
i
k

l


l  l

m


Gleichung 	 zeigt
 da


I
i
k

 x
i
k
 x
i
k 



j

 l
i
k

l


l  l

m


j

l


l  l

m



l

l
i
k
 

l

m


und damit
 unter Ausnutzung von 	
 da
l
i
k





I
i
k

l  

l

m






I
i
k


l 

l

m



I
i
k







I
i
k

l  	 
Daraus folgt


I
i
k

l
i
k


l  

Diese Ungleichung gilt f

ur alle k  f      ng Nach 	 und unter Ber

ucksich
tigung von 	 erhalten wir daraus

 

 
Q



l  
 
l
n
 
 
n
	  
card



Z
	
 
 
n
	 
Dies ist gerade das Kriterium f

ur die Kontrollierbarkeit von
 
Z Damit ist Satz 
bewiesen  
Durch iterative Anwendung von Satz  erhalten wir eine Existenzaussage

uber Ketten kontrollierbarer Zerlegungen auf  
n
 d
max
	
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Folgerung   Es sei Z
 
eine kontrollierbare Zerlegung des W

urfels  
n
in
Mengen die jeweils als disjunkte Vereinigungen endlich vieler Quader darstellbar
sind Dann kann Z
 
zu einer Kette Z
m
	

m 
kontrollierbarer Zerlegungen von  
n
fortgesetzt werden  
Nach Satz  ist jede stetige Funktion f  C 
n
	 approximierbar im Sinne
von
lim
m
!a
m
f	   
Da die Approximation aber nicht durch stetige Funktionen vorgenommen wird
 ist
zu erwarten
 da noch viele weitere Funktionen f  M 
n
	 n C 
n
	 appro
ximierbar sind Mit Hilfe von Satz  k

onnen wir f

ur den eindimensionalen Fall
n   eine wichtige Klasse derartiger Funktionen charakterisieren Dazu greifen wir
auf Begrie aus Au
 S 
 zur

uck Eine Funktion f  M   wird Regelfunk
tion genannt
 wenn sie in jedem Punkt x

  	 einen linksseitigen und einen
rechtsseitigen Limes fx

	  lim
xx


fx	 bzw fx

	  lim
xx


fx	 und in
den Endpunkten  und  den entsprechenden einseitigen Limes besitzt Regelfunk
tionen spielen in der Integralrechnung eine wichtige Rolle
 da sie stets eine Stamm
funktion besitzen In Au wird gezeigt
 da jede Regelfunktion als gleichm

aiger
Limes einer Folge sogenannter Elementartreppenfunktionen darstellbar ist Dabei
heit g  M   Elementartreppenfunktion
 wenn es eine endliche Unterteilung
  a

 a
 
     a
m
  von   gibt
 so da g auf jedem oenen Intervall
a
i 
 a
i
	
   i  m
 konstant ist
In leichter Einschr

ankung des Begries aus Au nennen wir eine Funktion
g M   eine spezielle Elementartreppenfunktion
 falls es eine Zerlegung von  
in endlich viele Intervalle positiver L

ange gibt
 auf denen g jeweils konstant ist Eine
spezielle Elementartreppenfunktion ist demnach eine Elementartreppenfunktion

die zus

atzlich in jedem Punkt a
i
der zugeh

origen Unterteilung von   links oder
rechtsseitig stetig ist Aus Satz  erkennen wir
 da jede spezielle Elementartrep
penfunktion eine kontrollierbare Treppenfunktion ist Weiterhin sprechen wir von
einer speziellen Regelfunktion f M  
 falls f eine Regelfunktion ist
 die auer
dem in jedem Punkt x

   links oder rechtsseitig stetig ist Der Funktionswert
fx

	 mu also mit einem der beiden Limites fx

	 bzw fx

	

ubereinstim
men Man kann nun

ahnlich wie bei Au zeigen
 da jede spezielle Regelfunktion
f M   eine Darstellung als gleichm

aiger Limes einer Folge spezieller Elemen
tartreppenfunktionen besitzt Also kann f durch kontrollierbare Treppenfunktionen
beliebig gut approximiert werden
Folgerung  Jede spezielle Regelfunktion f  M   ist approximierbar im
Sinne von
lim
m
!a
m
f	     
Wir beschlieen diesen Abschnitt mit drei Beispielen zu Verfeinerbarkeitsfragen
kontrollierbarer Zerlegungen im eindimensionalen Fall n   Alle Beispiele sind auf
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h

ohere Dimensionen

ubertragbar Aus technischen Gr

unden betrachten wir statt
  das Intervall   Die erste Entropiezahl einer Teilmenge M     ist
oensichtlich

 
M	 


supfjx yj " x y Mg 
Beispiel   Wir untersuchen die Zerlegung Z  fABg von   mit
A 







x 








" x ist rational


B 

x 








" x ist irrational





 


Wegen 
 
A	  
 
B	 

	
   
 
 	 ist Z kontrollierbar Wir wollen im Sin
ne eines indirekten Beweises zeigen
 da Z keine kontrollierbare echte Verfeinerung
 
Z besitzt
Zun

achst nehmen wir die Existenz einer dreielementigen derartigen Zerlegung
 
Z  fZ
 
 Z

 Z

g an OBdA gelte   Z
 
und   Z

 Wegen der Kontrol
lierbarkeit erf

ullt die Feinheit F

 
Z

 maxf
 
Z
 
	 
 
Z

	 
 
Z

	g von
 
Z die Be
schr

ankung F

 
Z

 

 	 
 

 Es gilt
Z
 
 
h
  F

 
Z

i
 Z

 
h
 F

 
Z

 
i
und

  F

 
Z

  F

 
Z


    n Z
 
 Z

	  Z


Damit enth

alt Z

eine oene Umgebung des Nullpunktes
 also sowohl Punkte aus
A als auch aus B Darum kann
 
Z keine Verfeinerung von Z sein
Nun nehmen wir an
 die Verfeinerung
 
Z  fZ
 
 Z

     Z
k
g habe eine Kardina
lit

at k  card

 
Z

  Die Kontrollierbarkeit von
 
Z bedeutet

 
Z
i
	 

k  
f

ur i        k 
OBdA gelte   Z
 
 Aus k   folgt 
 
Z
 
	 
 

und damit Z
 
 









Auerdem gilt wegen der Verfeinerungseigenschaft die Inklusion Z
 
  A
 denn
  Z
 

 A Wir erhalten Z
 
 









 A# also ist Z
 
eine Nullmenge bez

uglich
des Lebesguemaes"
Z
 
	   
Die Abschl

usse cl Z
i
	
   i  k
 der Mengen Z
i
sind mebar
 wobei
 cl Z
i
		  
 
cl Z
i
		  
 
Z
i
	 

k  
f

ur   i  k 
Damit erhalten wir die Absch

atzung
Z
 
	   cl Z

		   cl Z

		      cl Z
k
		  
im Widerspruch dazu
 da fZ
 
 cl Z

	  cl Z

	      cl Z
k
	g eine

Uberdeckung von
  ist
KAPITEL  W

URFELZERLEGUNGEN UND APPROXIMATION 
Beispiel  zeigt
 da nicht jede kontrollierbare Zerlegung eine kontrollierbare ech
te Verfeinerung besitzt und deshalb ia auch nicht im Sinne von Folgerung  zu
einer Kette kontrollierbarer Zerlegungen fortsetzbar ist Insbesondere sind Satz 
und Folgerung  keine trivialen Aussagen
Beispiel  Wir betrachten die Folge Z
m
	

m
der Mengensysteme Z
m
  
  
mit
Z
m
 M
m
 N
m
 fA
m
 B
m
g und
M
m

n
i 

m
 i 	 

m
i
" i 
n
      

m
 
 
oo

N
m
 fZ " Z M
m
g 
A
m


S
im
	
i

  

i
   

i
i

B
m
 A
m
 fg 
wobei M

 N

  zu lesen ist Die Systeme M
m
und N
m
enthalten jeweils


m
 
  paarweise disjunkte halboene Intervalle der L

ange   

m
und

uber
decken die Bereiche

  

m
 

bzw

  

m

 Die ineinander verschach
telten Mengen A
m
und B
m
sind disjunkt und

uberdecken gemeinsam das Intervall

  

m
   

m

 Also ist jedes Mengensystem Z
m

 m  
 eine Zerlegung von
  Man sieht leicht
 da die Folge Z
m
	

m 
sogar eine Kette bildet
Zum Nachweis der Kontrollierbarkeit von Z
m
ist

 
Z	 



m
 
f

ur alle Z  Z
m
	
zu zeigen
 denn card Z
m
	  



m
 
 

  

m
 F

ur die Intervalle Z ausM
m
bzw N
m
ist diese Forderung oensichtlich erf

ullt
 denn es gilt 
 
Z	  

m
 Die
verbleibenden Zerlegungselemente Z  A
m
bzw Z  B
m
haben die Eigenschaft

 
Z	 



  

m
   

m





m




m



m
 


m


m
 


m
 



m
 


m



m
 




m
 

so da die Ungleichung 	 ebenfalls erf

ullt ist Mit Z
m
	

m
liegt somit eine
Kette kontrollierbarer Zerlegungen von   vor
Da die Mengen A
m
und B
m
keine Intervalle bzw keine endlichen Vereinigungen
von Intervallen sind
 k

onnen Satz  und Folgerung  auf keine der Zerlegun
gen Z
m

 m  
 angewandt werden Dennoch besitzt jede dieser Zerlegungen Z
m
mit Z
m 
eine kontrollierbare echte Verfeinerung
 so da Z
k
	

km
eine von Z
m
ausgehende Kette kontrollierbarer Zerlegungen darstellt Die in Satz  bzw Fol
gerung  formulierten Kriterien sind demnach keine notwendigen Bedingungen
Beispiel  Man kann zeigen
 da die kontrollierbare Zerlegung Z  fABg des
Intervalls   mit
A 

S
i
	
i


i 
 
i

und B  A  fg
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keine kontrollierbare echte Verfeinerung besitzt
 obwohl Z dieselbe topologische
Struktur wie Z

 fA

 B

g aus dem vorigen Beispiel aufweist Eine notwendige
und hinreichende Bedingung f

ur die Existenz einer kontrollierbaren echten Verfei
nerung zu einer vorgegebenen Zerlegung von   kann also nicht nur ein topo
logisches Kriterium  wie etwa die hinreichende Bedingung aus Satz  im Fall
n    sein Dies

uberrascht insofern nicht
 als das Kontrollierbarkeitskriterium
aus Denition  eng an die Metrik des zugrunde liegenden Raumes gekn

upft ist
Die Beispiele verdeutlichen
 da die Frage nach der kontrollierbaren Verfeiner
barkeit vorgegebener Zerlegungen nicht trivial und sogar f

ur den

elementaren me
trischen Raum   weitgehend ungel

ost ist Aus approximationstheoretischer
Sicht bleibt dieses Problem aber f

ur alle kompakten metrischen R

aume von Inter
esse Weiterhin stellt sich die Frage
 welche R

aume inverse Fehlerabsch

atzungen
im Sinne von Satz  oder wenigstens Optimalit

atsaussagen zu den Jackson
Absch

atzungen in Analogie zu den S

atzen  und  erlauben Die hier f

ur
den W

urfel vorgestellten Ergebnisse sind deshalb auch als Ausgangspunkt f

ur ein
weites Feld von Forschungen in allgemeineren metrischen R

aumen zu verstehen
Kapitel 
Pasterbarkeit konvexer
Mengen
In diesem Kapitel werden sehr spezielle disjunkte Zerlegungen von Mengen im Mit
telpunkt stehen  die sogenannten Pasterungen Dabei geht es um die Frage
 ob
eine Punktmenge in eine gewisse Anzahl von Teilmengen zerlegt werden kann
 die
untereinander verm

oge einer vorgegebenen Transformationsgruppe paarweise kon
gruent sind Wie der Name

Pasterung schon sagt
 besitzt die Problemstellung
einen sehr anschaulichen Hintergrund" So werden Straen mit genormten Steinen
gepastert
 die zueinander mehr oder weniger

kongruent sind Die

Pasterstei
ne beim Hausbau sind Ziegel Daneben stellt sich zB in der Textilindustrie	 auch
oft die Frage
 ob man ein St

uck Rohmaterial ohne oder nur mit geringem	 Rest in
Teilst

ucke einer vorgegebenen Form zerlegen kann
Wir werden sehen
 da das Problem der Pasterbarkeit von Mengen durch dis
junkte Teilmengen auf teilweise

uberraschende Ergebnisse f

uhrt So w

urde man
beispielsweise die Frage nach der Teilbarkeit einer Kreisscheibe in zwei bez

uglich
der ebenen Bewegungsgruppe kongruente H

alften zun

achst intuitiv positiv beant
worten
 da man sofort an ein

Zerschneiden des Kreises in zwei Halbkreise denkt
Probleme treten dann aber bei der Zuordnung der gemeinsamen Randpunkte der
Halbkreise auf Genauere Untersuchungen zeigen
 da die in Frage stehende Halbie
rung des Kreises unm

oglich ist
  Einf

uhrung
Die Frage nach einem Beweis der Unm

oglichkeit
 eine Kreis

ache in zwei disjunkte
kongruente Teile zu zerlegen
 wurde von BL van der Waerden bereits  in den

Elementen der Mathematik aufgeworfen vgl vdW	 Neben ihrer L

osung
 die
im gleichen Heft der Zeitschrift erschien
 fand die Fragestellung weitgehende Verall
gemeinerungen Eine

Ubersicht bekannter Resultate

uber Pasterungen von Inter

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vallen
 Sph

aren und Kugeln mit paarweise kongruenten Teilmengen wird in Wa
gegeben Einige Aussagen zu diesem Thema ndet man auch in der Monographie
Wa Neuere Ergebnisse sowie historische Bemerkungen

uber derartige Zerlegbar
keitseigenschaften von abgeschlossenen beschr

ankten konvexen Mengen ndet man
in den Artikeln He
 Ede
 EJT und Ede Dabei betrachtet M Edelstein
in seinen Arbeiten nicht mehr nur Teilmengen von euklidischen R

aumen
 sondern
er untersucht Zerlegungsprobleme in Banachr

aumen In Ede wird die Fragestel
lung auch noch dahingehend erweitert
 da die Zerlegung nicht mehr in Teilmengen
erfolgen mu
 die paarweise bez

uglich der Isometriegruppe des Einbettungsraumes
kongruent sind Dieser scharfe Kongruenzbegri wurde durch die Zulassung einer
gr

oeren Transformationsgruppe abgeschw

acht Alle diese Fragestellungen ordnen
sich in das folgende allgemeine Konzept ein
De
nition   Es sei G eine Transformationsgruppe auf einer Menge X Eine
Teilmenge M   X wird mteilbar bez

uglich G genannt wenn M eine disjunkte
Zerlegung in m Teilmengen gestattet die paarweise verm

oge geeigneter Transfor
mationen aus G aufeinander abbildbar sind
Denition  folgt im wesentlichen der Notation aus Wa In He wird eine Zer
legung einer Menge M in m paarweise Gkongruente Teile auch als eine disjunkte	
GPasterung von M bezeichnet Beide Begrisbildungen sind oensichtlich

aqui
valent Wir wollen hier anmerken
 da m zun

achst eine beliebige Kardinalzahl sein
kann In der Literatur spielt insbesondere die 

Teilbarkeit bestimmter Mengen
eine nicht unwesentliche Rolle vgl Wa
 Wa
 He
 Ede	 Hier sollen dagegen
nur endliche Pasterungen betrachtet werden
 also m  IN 
Die vorzustellenden Resultate wurden durch die Arbeit He motiviert E Her
tel zeigt dort einerseits
 da kein nichtleeres beschr

anktes abgeschlossenes Intervall
I   IR bez

uglich der Bewegungsgruppe des eindimensionalen euklidischen Rau
mes mteilbar ist
 m   Andererseits wird bewiesen
 da keine nichtleere kom
pakte konvexe Menge M   IR
n

 n  
 bez

uglich der Gruppe der euklidischen
Isometrien zweiteilbar ist Im Abschnitt  wollen wir letztere Aussage verallge
meinern Wir werden die Problemstellung so formulieren
 da wir Resultate

uber
die NichtHalbierbarkeit konvexer Kompakta sowohl in lokalkonvexen topologischen
Vektorr

aumen vgl Ede	 als auch in der klassischen sph

arischen bzw hyperbo
lischen Geometrie erhalten k

onnen Dabei wollen wir die

Uberlegungen aus Ri
vorstellen Dagegen wird der Abschnitt  der Frage nach der mTeilbarkeit von
Kugeln im euklidischen Raum IR
n
bez

uglich der Gruppe der Hom

oomorphismen
des IR
n
gewidmet sein vgl Ri	
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 Die Unteilbarkeit konvexer Kompakta
  Ein Lemma

uber konvextreue Hom

oomorphismen
Wie schon in der Einf

uhrung angek

undigt wurde
 wollen wir in diesem Abschnitt
konvexe Mengen nicht nur in linearen R

aumen betrachten Wir nutzen dazu das sehr
allgemeine Konzept der schwachen Konvexit

at
 
 Ist X eine beliebige Menge
 dann
nennen wir ein System K   
X
von Teilmengen eine schwache Konvexit

at auf X 

wenn der Durchschnitt
T
K


uber jedem nichtleeren Teilsystem K

  K wiederum
eine Menge aus K ist Insbesondere ist nat

urlich die

ubliche Konvexit

at in linearen
R

aumen eine schwache Konvexit

at Weiterhin wird eine Bijektion  von X auf sich
Kinvariant genannt
 wenn f

ur jede schwach konvexe Menge K  K die Bilder K	
und 
 
K	 ebenfalls schwach konvex sind Wir erhalten eine notwendige Bedingung
f

ur die Zweiteilbarkeit schwach konvexer Mengen
Lemma  Es seien XO	 ein topologischer Raum und K eine schwache Kon
vexit

at auf X die nur zusammenh

angende Teilmengen von X enth

alt Besitzt ei
ne nichtleere kompakte schwach konvexe Menge K  K eine disjunkte Zerlegung
K  A  B so da A	  B f

ur einen Kinvarianten Hom

oomorphismus von
X auf sich gilt dann gibt es eine nichtleere kompakte schwach konvexe Teilmenge
 
K   K mit 

 
K


 
K
Beweis Wir setzen K
m

m
T
i

i
K	 f

ur m  IN  Oensichtlich sind die Mengen
K
m
kompakt und schwach konvex Durch vollst

andige Induktion nach m weisen wir
nun die Aussagen

m
	 K
m
  und

m
	 K
m

 A	  K
m

 B
nach F

ur m   erhalten wir K

 K
 so da 

	 und 

	 oensichtlich erf

ullt
sind Zum Beweis von 
m 
	 und 
m 
	 setzen wir die G

ultigkeit von 
m
	 und

m
	 voraus Zun

achst erkennen wir
 da
K
m
n K
m
	   K
m
n K
m

 A	  K
m
n K
m

 B	
gilt Da K
m
als disjunkte Vereinigung K
m
 K
m

 A	  K
m

 B	 dargestellt
werden kann
 folgt
K
m
n K
m
	   K
m

 A 	
und unter Ausnutzung von 
m
	 auch
K
m
n K
m
		   K
m

 B  	
Die Menge K
m 
kann geschrieben werden als
K
m 
 K
m

 K
m
	 
 

K
m
	
 
Dieser Begri ist durch einen Vortrag von E Hertel

uber die Axiomatik der Konvexit

at
anl

alich der Jahrestagung der DMV  in Ulm motiviert
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
K
m
n K
m
n K
m
		

n

K
m
	 n 

K
m
	

 K
m
n

K
m
n K
m
		 

K
m
	 n 

K
m
	



K
m

A	  K
m

B	

n

K
m
n K
m
		  K
m
n K
m
		



K
m

A	 n

K
m
n K
m
		  K
m
n K
m
		




K
m

 B	 n

K
m
n K
m
		  K
m
n K
m
		


Wegen der Elementfremdheit von K
m

 A und K
m

 B folgt daraus mit Hilfe der
Inklusionen 	 und 	 die Darstellbarkeit von K
m 
als disjunkte Vereinigung
K
m 


K
m

 A	 n K
m
n K
m
		



K
m

 B	 n K
m
n K
m
		

 	
Nun erhalten wir die Gleichung 
m 
	 gem

a
K
m 

 A	  

K
m

 A	 n K
m
n K
m
		

 K
m

 B	 n K
m
n K
m
		
 K
m 

 B 
Zum Nachweis von 
m 
	 argumentieren wir indirekt Wir gehen von der Annahme
K
m 
  aus Damit erhalten wir verm

oge 	 und 	 die Gleichung
K
m

A 

K
m

 A

n

K
m

 A	 
K
m 



K
m

 A

n

K
m

 A	 n K
m
n K
m
		

 K
m
n K
m
	
und daraus wiederum
K
m

 B  K
m
n K
m

 A	  K
m
n K
m
n K
m
		  K
m

 K
m
	 
Die letzte Identit

at zeigt uns
 da sowohl die Menge K
m

B als auch ihr hom

oomor
phes Bild K
m

 A  
 
K
m

 B	 abgeschlossen sind Demnach w

are die zusam
menh

angende Menge K
m
in zwei nichtleere abgeschlossene Teilmengen zerlegbar
Dieser Widerspruch beweist die G

ultigkeit von 
m 
	
Schlielich denieren wir
 
K 

T
i

i
K	 Die Menge
 
K ist als Durchschnitt
der absteigenden Folge nichtleerer kompakter schwach konvexer Mengen 
m
K
m
	

m  
 ebenfalls nichtleer
 kompakt und schwach konvex Oensichtlich gilt
 
K   K
und 

 
K


 
K Damit ist Lemma  vollst

andig bewiesen  
Im Anschlu soll Lemma  zum Nachweis von negativen Aussagen

uber die
Halbierbarkeit konvexer Mengen benutzt werden Wir werden dabei zeigen
 da
die im Lemma angegebene notwendige Bedingung unter bestimmten Vorausset
zungen nicht erf

ullt sein kann Um zu verdeutlichen
 da die Bedingung nicht in
jedem Fall unerf

ullbar ist
 wollen wir an dieser Stelle zun

achst ein positives Beispiel
anf

uhren" Wir betrachten auf der ndimensionalen Sph

are S
n
das Mengensystem
K  K
S
n
 fS
n
g Dabei bestehe K
S
n
aus allen Teilmengen K   S
n

 die einerseits
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kein Paar diametraler Punkte enthalten und andererseits mit je zwei Punkten auch
den sie verbindenden k

urzeren Grokreisbogen als Teilmenge umfassen Derartige
Mengen K werden als sph

arisch konvex bezeichnet vgl B

oHe
 S 	 Man sieht
leicht
 da K eine schwache Konvexit

at auf S
n
ist
 die nur aus zusammenh

angenden
Mengen besteht Die Abbildung  " S
n
	 S
n
ordne jedem Punkt aus S
n
seinen
Diametralpunkt zu Dann ist  ein Kinvarianter Hom

oomorphismus Die kompak
te schwach konvexe Menge S
n
besitzt oenbar eine Zerlegung S
n
 A  B mit
A	  B Also ist S
n
halbierbar bez

uglich der Gruppe der Isometrien der Sph

are
Lemma  besagt
 da es eine nichtleere kompakte schwach konvexe Teilmenge
 
K   S
n
mit 

 
K


 
K gibt Dies gilt oenbar f

ur
 
K  S
n
 Eine weitere Menge
mit diesen Eigenschaften existiert jedoch nicht
 da jede solche Menge aufgrund der
Struktur von  zwei diametrale Punkte enthalten mu Die einzige derartige Menge
aus K ist aber S
n

 Unteilbarkeitsaussagen in verschiedenen R

aumen
Als wichtigste Folgerung aus Lemma  erhalten wir eine Aussage

uber die Nicht
Halbierbarkeit konvexer Kompakta in lokalkonvexen topologischen Vektorr

aumen
X bez

uglich der Gruppe der anen Hom

oomorphismen von X auf sich Dieser Satz
wurde bereits von M Edelstein mit

uberwiegend anderen Methoden bewiesen vgl
Ede	
Satz  Keine nichtleere kompakte konvexe Teilmenge K eines lokalkonvexen
topologischen Vektorraumes X ist zweiteilbar bez

uglich der Gruppe der anen
Hom

oomorphismen von X auf sich
Beweis W

are K halbierbar
 dann existierte eine Zerlegung K  A  B
 wobei
A	  B mit einem geeigneten anen Hom

oomorphismus  gelten w

urde Wir
k

onnen Lemma  anwenden Demnach g

abe es eine nichtleere kompakte konvexe
Teilmenge
 
K   K mit 

 
K	 
 
K Nach dem Fixpunktsatz von J Schauder und
A Tychono vgl DuSch
 S 	 bes

ae  einen Fixpunkt x 
 
K   K Dies
w

urde aber der Disjunktheit der untereinander komplement

aren Teilmengen A und
B  A	 von K widersprechen Somit ist K nicht zweiteilbar  
Satz  verallgemeinert die Aussage aus He

uber die NichtHalbierbarkeit
konvexer Kompakta im IR
n
bez

uglich der euklidischen Isometriegruppe sehr weit
gehend
 denn das Problem wird nicht nur in einer gr

oeren Klasse von R

au
men
 sondern auch bez

uglich einer gr

oeren Transformationsgruppe gel

ost Die
Beschr

ankung auf konvexe Mengen in linearen R

aumen bleibt zun

achst bestehen
Lemma  erm

oglicht uns jedoch auch den

Ubergang zur hyperbolischen und zur
sph

arischen Geometrie
Es bezeichne H
n
den ndimensionalen hyperbolischen Raum
 n   Eine Teil
menge K   H
n
wird hyperbolisch konvex genannt
 wenn sie mit je zwei Punkten
auch ihre hyperbolische	 Verbindungsstrecke als Teilmenge enth

alt vgl B

oHe
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S 	 Oensichtlich ist das System K
H
n
aller hyperbolisch konvexen Mengen eine
schwache Konvexit

at auf H
n

 die

uberdies nur zusammenh

angende Mengen enth

alt
Satz  Keine nichtleere kompakte hyperbolisch konvexe Teilmenge K des Raumes
H
n
ist zweiteilbar bez

uglich der Gruppe der Isometrien von H
n

Beweis Wir betrachten das Kleinsche Modell von H
n
 Danach identizieren wir
H
n
mit den Punkten einer oenen Kugel B im euklidischen Raum IR
n
 Hyper
bolische Geraden und Strecken sind die Sehnen bzw Sehnenabschnitte der Kugel
Insbesondere sind deshalb die hyperbolisch konvexen Mengen aus K
H
n
gerade die
konvexen Teilmengen von B bez

uglich der

ublichen Konvexit

at des linearen Raumes
IR
n

Wir nehmen an
 K gestatte eine Zerlegung K  AB
 wobei A	  B f

ur eine
Isometrie  von H
n
gelte Nach Lemma  gibt es eine nichtleere kompakte hyper
bolisch konvexe Menge
 
K   K mit 

 
K


 
K Da H
n
aber die

ubliche Topologie
der oenen Kugel B tr

agt
 ist die Einschr

ankung  j


K
ein Hom

oomorphismus der
kompakten konvexen Menge
 
K   IR
n
auf sich F

ur den linearen Raum IR
n
k

onnen
wir wieder den Fixpunktsatz von J Schauder und A Tychono anwenden Danach
besitzt  einen Fixpunkt x 
 
K   K im Widerspruch zur Disjunktheit der Mengen
A und B Somit ist K bez

uglich der Isometriegruppe von H
n
nicht halbierbar  
Mit S
n
bezeichnen wir die ndimensionale Sph

are
 n   Sph

arische Gera
den sind die Grokreise auf S
n
 F

ur zwei nicht diametrale Punkte aus S
n
ist ih
re sph

arische Verbindungsstrecke durch den k

urzeren der beiden sie verbindenden
Grokreisb

ogen gegeben Dagegen existiert zu zwei diametralen Punkten keine ein
deutig bestimmte k

urzeste Verbindung Deshalb ist der folgende Konvexit

atsbegri
auf S
n
sinnvoll vgl B

oHe
 S 	" Eine Menge K   S
n
wird sph

arisch konvex
genannt
 wenn K keine zwei diametralen Punkte enth

alt
 und wenn mit je zwei
Punkten aus K auch die gesamte sie verbindende sph

arische Strecke Teilmenge von
K ist Das System K
S
n
aller sph

arisch konvexen Mengen ist oenbar eine schwache
Konvexit

at auf S
n
 Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Beispielen schwa
cher Konvexit

aten ist hier der Grundraum S
n
keine schwach konvexe Menge Darin
unterscheidet sich K
S
n
gerade von dem im Anschlu an Lemma  betrachteten
System K   
S
n

Satz  Keine nichtleere kompakte sph

arisch konvexe Teilmenge K des Raumes
S
n
ist zweiteilbar bez

uglich der Gruppe der Isometrien von S
n

Beweis Wir argumentieren wiederum indirekt und nehmen die Existenz einer
Zerlegung K  A  B an
 wobei A	  B mit einer geeigneten Isometrie  von
S
n
gilt Lemma  zeigt erneut die Existenz einer nichtleeren kompakten sph

arisch
konvexen Teilmenge
 
K   K mit 

 
K


 
K
Nach B

oHe
 S 
 liegt
 
K in einer oenen Halbsph

are S
n
	

von S
n
 Wir
k

onnen S
n
als den Rand der Einheitskugel B 	 des euklidischen Raumes IR
n 
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auassen
 wobei oBdA S
n
	

 f
 
 

     
n 
	  S
n
" 
n 
 g gel
te Wir betrachten den Hom

oomorphismus 
 der die oene Halbsph

are S
n
	

durch eine Zentralprojektion vom Koordinatenursprung aus auf die Hyperebene
  f
 
 

     
n 
	  IR
n 
" 
n 
 g abbildet Da  Grokreisb

ogen aus
S
n
	

Geraden aus  zuordnet
 sind die Bilder von sph

arisch konvexen Teilmengen
der Halbsph

are S
n
	

konvexe Mengen in der Hyperebene  Eine analoge Aussa
ge gilt auch f

ur die inverse Abbildung 
 
	 Insbesondere ist 

 
K

eine nichtleere
kompakte konvexe Teilmenge von 
Nach dem Satz von J Schauder und A Tychono besitzt der Hom

oomorphis
mus j


K
  j


K

 
j



K
von 

 
K

auf sich einen Fixpunkt x  

 
K

 Folglich gilt
y	  y f

ur den Punkt y  
 
x	 
 
K   K Dieser Widerspruch zur Disjunktheit
der Mengen A und B zeigt die NichtHalbierbarkeit von K  
Damit ist die urspr

ungliche Aussage

uber die NichtZweiteilbarkeit konvexer
Kompakta des euklidischen Raumes bez

uglich der euklidischen Bewegungsgruppe
auch f

ur die klassischen nichteuklidischen Geometrien bewiesen
Dennoch bleiben viele Fragen oen Kann in den S

atzen  die Konvexit

at
der Mengen K abgeschw

acht werden$ In den obigen Argumentationen spielten vor
allem topologische

Uberlegungen eine Rolle Es stellt sich die Frage
 ob die S

atze
g

ultig bleiben
 wenn die konvexen Mengen K durch dazu hom

oomorphe Mengen in
den entsprechenden R

aumen	 ersetzt werden
Ein weites Feld bilden die Fragen nach der mTeilbarkeit konvexer Kompakta
Hier gibt es das in der Einf

uhrung erw

ahnte Resultat

uber die NichtmTeilbarkeit
von Intervallen im eindimensionalen Fall Aber schon das Problem
 ob eine Kreis
scheibe in der euklidischen Ebene bez

uglich der euklidischen Isometrien eine Drei
teilung erlaubt
 ist ungel

ost&
 Topologische Pasterungen von Kugeln
  P
asterungen abgeschlossener Kugeln
Wir haben festgestellt
 da konvexe Kompakta im euklidischen Raum IR
n

 n  

nicht bez

uglich der Gruppe der anen Hom

oomorphismen halbierbar sind Da wir
zum Beweis dieses Sachverhaltes topologische Eigenschaften konvexer Kompakta
wesentlich ausnutzen konnten
 wollen wir nun untersuchen
 ob eine entsprechen
de Aussage gilt
 wenn wir die Gruppe der anen Hom

oomorphismen durch die
Gruppe T
n
aller Hom

oomorphismen des IR
n
ersetzen Zun

achst fragen wir nach
der mTeilbarkeit abgeschlossener Kugeln Bx r	   IR
n

 r  
 bez

uglich T
n

Nat

urlich gelten diese Aussagen entsprechend auch f

ur T
n
Bilder der Kugeln
 also
insbesondere f

ur konvexe Kompakta mit inneren Punkten Unser Hauptanliegen ist
der Beweis des folgenden Satzes
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


 
 


m 
m


m
M

N

M

N

M

N

M

N

M
m
N
m
N
m
M
m
Abbildung " Aufteilung von m
Satz  Es seien n  f     g und m  f     g Eine abgeschlossene
Kugel im Raum IR
n
ist genau dann mteilbar bez

uglich der Gruppe T
n
 wenn
nm	   	 gilt
Zum Nachweis von Satz  verizieren wir vier Teilaussagen Den ersten Hilfs
satz werden wir wiederum unter Ausnutzung von Lemma  und des Fixpunkt
satzes von J Schauder und A Tychono beweisen Ein elementarer Zugang ohne
Verweis auf den abstrakten Fixpunktsatz ist in Ri zu nden
Hilfssatz  Keine abgeschlossene Kugel im Raum IR
 
ist zweiteilbar bez

uglich
der Gruppe T
 

Beweis Wir nehmen an
 die abgeschlossene Kugel B 	 besitze eine Zerlegung
B 	  AB
 wobei A	  B f

ur eine Transformation   T
 
gelte Oenbar ist
B 	 ein konvexes Kompaktum im Raum IR
 
 Weiterhin bildet der Hom

oomor
phismus  Intervalle auf Intervalle ab
 so da  invariant bez

uglich der Konvexit

at
auf IR
 
ist Nach Lemma  gibt es eine nichtleere kompakte konvexe Teilmenge
 
K   B 	 mit 

 
K


 
K Der Satz von J Schauder und A Tychono liefert
uns die Existenz eines Fixpunktes x 
 
K   B 	 von  im Widerspruch zur
Disjunktheit von A und B Damit ist Hilfssatz  bewiesen  
Hilfssatz  Jede abgeschlossene Kugel im Raum IR
 
ist mteilbar bez

uglich der
Gruppe T
 
f

ur alle m  f     g
Beweis Wir betrachten die Kugel B

m


m


 m
 die die Zerlegung in die
Intervalle  	
  	
     mm	 und mm erlaubt vgl Abbildung 	
Die halboenen Intervalle j   j	
   j  m 
 zerlegen wir weiter gem

a
j   j	  M
j
N
j
mit
M
j

	
j 
 






k 
	
j 
 



 	
k



k 
 
k


N
j



k 
	
j 
 



 	
k 



k 
 
k


Das verbleibende abgeschlossene Intervall mm wird ebenfalls als eine disjunkte
Vereinigung
m m  M
m
N
m
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dargestellt mit
M
m

	
m
 






k 
	
m
 






k 

k




k
 
k 


N
m



k 
	
m
 






k

k 




k 
 
k


Wir betrachten nun die Zerlegung
m  A
 
 A

     A
m
von m mit
A
j


M
j
N
j 
f

ur   j  m  
M
m
N
 
f

ur j  m 
Alle Mengen A
 

 A


    
 A
m 
und die gespiegelte Menge A
m
haben die folgende
topologische Struktur"
A 



i 
!
C
i

 fcg 



i 
'
C
i





i 
!
O
i





i 
'
O
i


Dabei bilden die Mengen
!
C
i
eine Folge disjunkter abgeschlossener beschr

ankter In
tervalle positiver L

ange
 die aufsteigend gegen den Punkt c  A streben

'
C
i


i 
ist
eine Folge disjunkter abgeschlossener beschr

ankter Intervalle positiver L

ange
 die
sich von oben kommend beim Punkt c h

aufen In analoger Weise streben die dis
junkten oenen beschr

ankten Intervalle
!
O
i
positiver L

ange von unten gegen einen
Punkt o  A Schlielich besteht die Folge

'
O
i


i 
ebenfalls aus disjunkten oenen
Intervallen positiver L

ange
 die sich jedoch von oben kommend bei o h

aufen Alle
Intervalle
!
C
i


'
C
i


!
O
i
und
'
O
i
werden wiederum paarweise durch Intervalle positi
ver L

ange voneinander separiert Insbesondere sind auch die abgeschlossene Menge


S
i 
!
C
i

fcg


S
i 
'
C
i

und die oene Menge


S
i 
!
O
i




S
i 
'
O
i

auf diese Art
voneinander getrennt
F

ur je zwei solche Mengen A und A

gibt es einen streng wachsenden Hom

oomor
phismus   T
 
mit A	  A

 Man kann  als eine st

uckweise ane Funktion
denieren
 die
!
C
 
auf
!
C

 


!
C

auf
!
C



   
 c auf c


   

'
C

auf
'
C




'
C
 
auf
'
C

 


!
O
 
auf
!
O

 


!
O

auf
!
O



   
 o auf o


   

'
O

auf
'
O


und
'
O
 
auf
'
O

 
abbildet
Dies zeigt
 da die Mengen A
i

   i  m
 paarweise verm

oge geeigneter Trans
formationen aus T
 
auseinander hervorgehen Also ist die eindimensionale Kugel
B

 


 


 m mteilbar bez

uglich T
 
  
Wir m

ochten hier darauf hinweisen
 da der obige Beweis nicht f

ur den Fall
m   anwendbar ist
 da dann die Mengen M

und N
 
nicht durch ein Intervall
separiert sind Dies ver

andert die topologische Struktur von A

M

N
 

Hilfssatz  Jede abgeschlossene Kugel im Raum IR

ist zweiteilbar bez

uglich der
Gruppe T


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 
N
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Q

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N
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N
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
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X
X
X
X
X
X
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









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X
X
X
X
X
X
X
X











X
X
X
X
X
X
X


X
X
X
X
X
X











X
X
X
X
X
X
X


X
X
X
X
X
X











X
X
X
X
X
X
X


X
X
X
X
X
X











X
X
X
X
X
X
X


X
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M
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N
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
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Abbildung " Zweiteilung des Rhombus R
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Beweis Anstelle abgeschlossener Kugeln betrachten wir oBdA den Rhombus
R 
	
x y	  IR

" jxj   jyj 
 

 jxj	



 der ein T

Bild einer Kugel ist vgl
Abbildung 	 R besitzt eine Zerlegung R M N mit
M  f 	g 


k
M
k
und N  f 	g 


k
N
k
sowie
M
k


	
x y	  R " x 

  
k 
  
k


f

ur gerades k 
	
x y	  R " x 

 
k
  
k 


f

ur ungerades k
und
N
k


	
x y	  R " x 

 
k
  
k 


f

ur gerades k 
	
x y	  R " x 

  
k 
  
k


f

ur ungerades k 
Wir denieren einen Hom

oomorphismus   T

gem

a   

 wobei 
 die
Spiegelung an der vertikalen Achse ist
 also 
x y	  x y	 Die Abbildung 
hat eine kompliziertere Struktur" Jede der Mengen 
M
k
	
 die ja von der Form

M
k
	  fx y	  R " x  a
k
 b
k
g sind
 liegt im Inneren eines zugeh

origen Qua
drates Q
k

h
a
k

b
k
a
k

 b
k

b
k
a
k

i

h

b
k
a
k

	

b
k
a
k

	
i
 Die Quadrate Q
k
sind
paarweise disjunkt Die Einschr

ankungj
Q
k
von  aufQ
k
sei ein Hom

oomorphismus
von Q
k
auf sich
 der den Rand bd Q
k
	 punktweise fest lasse und die Menge 
M
k
	
auf N
k
abbilde Weiterhin soll  auf den verbleibenden Punkten x y	 

S
k
Q
k
als identische Abbildung wirken Man sieht leicht
 da die st

uckweisen Denitionen
von  einen Hom

oomorphismus   T

erkl

aren
Es gilt somit   
  T


 wobei
M	  


f 	g 


k
M
k

 


f 	g	




k



 M
k
	

 f 	g 


k
N
k
 N 
Damit ist der Rhombus R zweiteilbar bez

uglich T

  
Hilfssatz  	 Es seien n  f     g und m  f     g so gew

ahlt da eine
abgeschlossene Kugel im Raum IR
n 
mteilbar bez

uglich T
n 
ist Dann ist auch
jede abgeschlossene Kugel im Raum IR
n
mteilbar bez

uglich T
n

Beweis Es sei B
n 
  IR
n 
eine bez

uglich T
n 
mteilbare abgeschlossene
Kugel Es gibt also eine Zerlegung B
n 
 A
n 
 
 A
n 

     A
n 
m
und Ab
bildungen 
n 
i
 T
n 

 so da 
n 
i
A
n 
 
	  A
n 
i
f

ur   i  m gilt
Stellvertretend f

ur die abgeschlossenen Kugeln im Raum IR
n
betrachten wir den
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r r
        	 	 	 	 	 	 	 	 	
 


	

 








 



	
 
M

N

M

N

M

N

Abbildung " Zerlegung von  
Zylinder B
n
 B
n 
   Oensichtlich kann B
n
zerlegt werden verm

oge
B
n
 A
n 
 
  	A
n 

  	   A
n 
m
  	 Bezeichnet  die Identit

at
auf IR
 dann liegen die Abbildungen 
n
i
 
n 
i
  oensichtlich in T
n

 und es
gilt 
n
i
A
n 
 
  	  A
n 
i
   f

ur   i  m Dies belegt die mTeilbarkeit
von B
n
bez

uglich T
n
  
Nach diesen Vorbereitungen ist der Beweis von Satz  nun trivial" Hilfs
satz  zeigt die NichtZweiteilbarkeit abgeschlossener Kugeln des IR
 
bez

uglich
T
 
 Durch Induktion nach n erh

alt man einerseits aus den Hilfss

atzen  und 
die Zweiteilbarkeit der abgeschlossenen Kugeln in den R

aumen IR
n

 n  
 bez

uglich
T
n
und andererseits unter Ausnutzung von Hilfssatz  und Hilfssatz  die m
Teilbarkeit im IR
n
bez

uglich T
n
f

ur m   und n    
Man kann die durch Satz  gel

oste Problemstellung noch abschw

achen
 indem
man fragt
 ob abgeschlossene Kugeln im ndimensionalen Raum in m paarweise
hom

oomorphe topologische Teilr

aume bez

uglich der Spurtopologie des IR
n
	 zer
legbar sind Diese Frage ist schw

acher
 da nat

urlich jede T
n
Pasterung aus m
Teilen eine solche Zerlegung darstellt Andererseits mu aber ein Hom

oomorphis
mus zwischen zwei topologischen Teilr

aumen des IR
n
nicht zu einer Abbildung aus
T
n
fortsetzbar sein Wir erhalten das folgende Resultat
Satz    Es seien n  f     g und m  f     g Dann besitzt jede abge
schlossene Kugel im Raum IR
n
eine Zerlegung in m paarweise hom

oomorphe topo
logische Teilr

aume
Beweis Nach den obigen

Uberlegungen gen

ugt die Betrachtung des Falles n  
und m   Wir wollen zeigen
 da das abgeschlossene Intervall     IR
 
als disjunkte Vereinigung    M  N zweier hom

oomorpher topologischer
Teilr

aume darstellbar ist vgl Abbildung 	 Dazu denieren wir
M  fg 


k
M
k
mit M
k



  
k 
  
k

f

ur gerades k 

 
k
  
k 

f

ur ungerades k
und
N  fg


k
N
k
mit N
k



 
k
  
k 

f

ur gerades k 

  
k 
  
k

f

ur ungerades k
Einen Hom

oomorphismus  von M auf N erhalten wir folgendermaen" Die Ein
schr

ankungen j
M
k
von  auf die Intervalle M
k

 k  f     g
 seien Verschie
bungen von M
k
auf N
k
 Auerdem sei 	   Die Stetigkeit von  in Punkten
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aus M n fg ist trivial
 da sich  dort lokal wie eine Verschiebung des IR
 
verh

alt
Aufgrund des H

aufungsverhaltens der Intervalle M
k
bzw N
k
in den Randpunkten
 und  ist auch die Stetigkeit von  im Punkt  gegeben Die inverse Abbildung
ist aus analogen Gr

unden ebenfalls stetig Deshalb sind die topologischen R

aume
M und N hom

oomorph  
 P
asterungen nicht abgeschlossener Kugeln
Im vorigen Abschnitt wurde die Frage nach der mTeilbarkeit abgeschlossener Ku
geln im euklidischen Raum IR
n
bez

uglich der Gruppe T
n
gekl

art Damit wurde
dieses Problem oensichtlich auch f

ur abgeschlossene beschr

ankte konvexe Teilmen
gen K   IR
n
mit inneren Punkten gel

ost Wir wollen nun von der Forderung nach
Abgeschlossenheit der Mengen K absehen Derartige Mengen sind oenbar T
n
Bil
der von sogenannten allgemeinen Kugeln Unter einer allgemeinen Kugel mit Mit
telpunkt x

 IR
n
und Radius r   verstehen wir eine Punktmenge B   IR
n
mit
int Bx

 r		   B   Bx

 r	 
Eine nicht abgeschlossene Kugel entsteht also aus einer abgeschlossenen Kugel durch
Entfernung wenigstens eines ihrer Randpunkte Der

kleine topologische Unter
schied zwischen abgeschlossenen und nicht abgeschlossenen Kugeln erm

oglicht f

ur
nicht abgeschlossene Kugeln B   IR
n

 n  
 im Gegensatz zu Satz  die m
Teilbarkeit bez

uglich T
n
f

ur alle nat

urlichen Zahlen m  
 also insbesondere auch
im Fall nm	   	 Wir werden sehen
 da dabei anstelle der Transformationen
aus T
n
sogar nur Elemente der Hauptgruppe H
n
aller

Ahnlichkeitsabildungen des
IR
n
ben

otigt werden vgl Folgerung 	
Zur Vorbereitung beweisen wir die folgende noch allgemeinere Aussage Dabei
nennen wir eine Menge M   IR
n
sternf

ormig bez

uglich des Punktes x

 IR
n

 falls
der Schnitt von M  fx

g mit jeder durch x

verlaufenden Geraden g eine konvexe
Teilmenge von g ist So ist beispielsweise jede konvexe Menge M bez

uglich jedes
ihrer Punkte x

M sternf

ormig Aber andererseits hat auch jede punktierte Kugel
B
p
x

 r	 bez

uglich ihres Mittelpunktes x

diese Eigenschaft
Hilfssatz   Es seien M   IR
n
eine bez

uglich eines Punktes x

 IR
n
n M
sternf

ormige Menge m   eine nat

urliche Zahl und   H
n
eine Dilatation mit
Zentrum x

und einem Streckungsfaktor c   Dann gibt es eine Zerlegung
M  M
 
M

    M
m
von M  so da
M
i
 
i 
M
 
	
f

ur i       m gilt
Beweis Oensichtlich gen

ugt es
 die Behauptung f

ur alle SchnitteM
S

M
S

mit in x

beginnenden oenen Strahlen S

zu verizieren
 da  jeden dieser Strah
len auf sich abbildet
 und M die disjunkte Vereinigung aller derartigen Schnitte ist
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OBdA k

onnen wir von der Situation M
S

  IR
 

 x

  und S

 	 ausge
hen Dann ist wegen der Sternf

ormigkeit von M der Schnitt M
S

ein Intervall der
Form M
S

 
 M
S

  a	
 M
S

  a oder M
S

 	 Wir betrachten
die Zerlegung
M
S

 M
S

 
M
S


    M
S

m
mit
M
S

i






















 f

ur M
S

  
 
S
k

a  c
mki 
 a  c
mki

f

ur M
S

  a	 
 
S
k

a  c
mki 
 a  c
mki

f

ur M
S

  a 

S
k

c
mki 
 c
mki

f

ur M
S

 	 
Man sieht leicht
 da
M
S

i
 c
i 
M
S

 
 
i 

M
S

 

f

ur i       m erf

ullt ist Damit ist Hilfssatz  bewiesen  
Die in Hilfssatz  betrachteten Mengen sind also mteilbar bez

uglich H
n
f

ur
m   Insbesondere erf

ullt jede nicht abgeschlossene beschr

ankte strikt konvexe
Menge K   IR
n
die Voraussetzung des Hilfssatzes bez

uglich jedes Randpunktes
x

 bd K	 nK
 der nicht zu K geh

ort Eine Menge K   IR
n
heit strikt konvex

wenn f

ur je zwei Punkte x
 
 x

 K die oene Verbindungsstrecke von x
 
und x

Teilmenge von int K	 ist	
Folgerung   Jede nicht abgeschlossene beschr

ankte strikt konvexe Menge im
Raum IR
n
 n   ist mteilbar bez

uglich der Hauptgruppe H
n
f

ur alle nat

urlichen
Zahlen m    
Hilfssatz  ist dagegen ia nicht mehr anwendbar
 wenn man anstelle der strikten
Konvexit

at nur die Konvexit

at fordert Betrachtet man beispielsweise drei nicht
kollineare Punkte x
 
 x

 x

in der Ebene IR


 dann ist die Menge
K  int convfx
 
 x

 x

g		  convfx

 x

g	
zwar nicht abgeschlossen
 beschr

ankt und konvex
 aberK ist bez

uglich keines Punk
tes x

 IR

nK sternf

ormig Die Idee f

ur dieses Beispiel stammt von E Hertel
Nat

urlich ist die Folgerung speziell f

ur die nicht abgeschlossenen Kugeln anwend
bar F

ur die Frage nach der Teilbarkeit bez

uglich T
n
erhalten wir insbesondere"
Satz   Jede nicht abgeschlossene Kugel im Raum IR
n
 n   ist mteilbar
bez

uglich T
n
f

ur alle m  f     g  
Mit den S

atzen  und  ist die Frage nach der mTeilbarkeit von beschr

ankten
konvexen Teilmengen K   IR
n
mit inneren Punkten bez

uglich der Gruppe T
n
vollst

andig diskutiert
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Wir wollen die Betrachtungen dieses Kapitels mit einer Bemerkung zur Opti
malit

at der Struktur der Zerlegungen von abgeschlossenen und von oenen Kugeln
im Raum IR
 

 die bei den Beweisen der Hilfss

atze  und  eine Rolle spielen

abschlieen Die eindimensionalen Kugeln werden dort in m Teilmengen zerlegt

die paarweise verm

oge geeigneter Transformationen aus T
 
aufeinander abbildbar
sind Dabei besitzen die Teilmengen jeweils abz

ahlbar unendlich viele Zusammen
hangskomponenten Die folgende Aussage belegt
 da eine einfachere Struktur der
Mengen nicht zu erreichen ist
Satz   Es sei B  M
 
 M

     M
m
eine Zerlegung einer abgeschlosse
nen oder oenen Kugel B   IR
 
in m   Teilmengen M
i
 die paarweise durch
Transformationen aus T
 
auseinander hervorgehen Dann besteht jede Menge M
i

  i  m aus unendlich vielen Zusammenhangskomponenten
Beweis Wir argumentieren indirekt Die R

ander bd M
i
	 der MengenM
i
bez

uglich
der Topologie des IR
 
seien also endliche Punktmengen Dann bestehen die offenen
Kerne int M
i
	 aus k disjunkten oenen Intervallen
 wobei die Anzahl k   nicht
von i abh

angt
 da die Mengen M
i
paarweise durch Hom

oomorphismen aus T
 
auf
einander abbildbar sind Somit ist das Intervall B in mk oene Intervalle
 die Zu
sammenhangskomponenten der Kerne int M
i
	
   i  m
 und in die Randpunkte
der Mengen M
i

 die Elemente von B sind
 zerlegt Die mk Intervalle werden durch
mk   innere Punkte von B voneinander separiert Also gilt
card

m
S
i 
bd M
i
	 
 B	



mk    falls B abgeschlossen ist 
mk    falls B oen ist 
	
Andererseits gibt es die Darstellung
m
S
i 
bd M
i
	 
 B	 
m
S
i 
bd M
i
	 
M
i
	 
wobei die rechte Vereinigung disjunkt ist Die Mengen bd M
i
	 
M
i

   i  m

sind alle von derselben Kardinalit

at l aufgrund der paarweisen T
 


Aquivalenz der
Mengen M
i
 Deshalb gilt
card

m
S
i 
bd M
i
	 
B	

 ml 
Dies steht im Widerspruch zur Formel 	 Damit ist die Behauptung veriziert  
Es er

ubrigt sich fast
 hier anzumerken
 da die in diesem Kapitel vorgestellten
Resultate den Problemkreis dermTeilbarkeit von Mengen bez

uglich gewisser Trans
formationsgruppen bei weitem nicht ersch

opfen Die Frage nach der Dreiteilbarkeit
euklidischer Kreisscheiben bez

uglich der Isometriegruppe der Ebene wurde bereits
erw

ahnt
 da sie sich als das n

achstliegende ungel

oste Problem nach den eingangs
vorgestellten Unteilbarkeitsaussagen

uber konvexe Kompakta ergab Aber die sehr
abstrakt gefate Denition  gibt nat

urlich zu zahllosen weiteren Fragestellungen
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